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1 序論
対称性は微分方程式の基本的な性質であり，19世紀にノルウェーの数学者，ソ

フス・リー（Sophus Lie）によって常微分方程式の可解性の研究において導入された
[1, 2]．対称性とは，簡潔に言えば，方程式の解集合を不変とする変換群である．例え
ば，図1で示すように，平面上の回転角度 𝜃 による 𝑆𝑂 (2) 変換は，単位円の形状を変
えない．言い換えると，リー群 𝑆𝑂 (2)は代数方程式 𝑥2 + 𝑦2 = 1の対称性である．一方，
微分方程式における対称性は，ある解からある解への変換となる．𝑥 を独立変数，𝑦
を従属変数としたとき，スケール変換 (𝑥, 𝑦) ↦→ (exp(𝜀𝑥), exp(𝜀𝑦)), 𝜀 ∈ Rは，常微分方
程式 𝑦′ = 𝑓 (𝑦/𝑥)の対称性である．連続対称性，すなわち局所微分同相群は，リー群や
リー代数などの分野の発展に寄与し，微分方程式の相似逓減（similarity reduction）に
よる解析解の導出や変分対称性と保存則を結びつけるネーターの定理，可積分性な
ど，幅広く応用されている [4, 18, 19, 21, 22]．
離散方程式および半離散方程式の対称性の研究も盛んに行われてきた [7, 10, 13,

14, 16, 24, 28, 32]．ところが半離散方程式（微分差分方程式ともいう）においては，連続
独立変数と離散独立変数が非可換のため，対称性とならない非内在（non-intrinsic）（ま
たは不規則（irregular））な変換が生じるという問題があった [15, 25]．本論文では，こ
の問題の解決方法を論じるとともに，半離散方程式における対称性理論について紹介
する [27]．具体例として，戸田型，ヴォルテラ型，5点の伊藤・成田・ボゴヤヴレンスキ
ー方程式などのリー点対称性（Lie point symmetry）を求め，群不変解（group-invariant
solution）を導出する．
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図 1: 平面上の回転

2 半離散方程式の対称性
微分方程式や差分方程式の解は，局所的に関数のグラフとして表現できる．また，

方程式における独立変数と従属変数（または未知関数）が支配する幾何学的構造は，
逆変換もまた構造保存となるような変換を決定する．
半離散方程式とは，微分構造と差分構造を併せ持つ方程式である．本論文では，

R𝑝 × Z𝑚 上に定義された半離散方程式を対象とし，連続独立変数を x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝)，
離散独立変数を n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑚)，従属変数を u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑞) ∈ R𝑞 とする．独立変数
と従属変数の空間 T = R𝑝 × Z𝑚 ×R𝑞 を全空間と呼ぶ．以降では，すべての関数が各連
続引数に対して局所的に滑らかであると仮定する．これにより，特異点や他の不連続
性に関連する技術的な議論を回避できる．また，アインシュタインの縮約記法を使用
する．

2.1 微分構造
任意の n ∈ Z𝑚 に対して，スライス（slice）Tn = R𝑝 × {n} × R𝑞 は連続空間である．

また，スライス Tn上の関数 u = f (x, n)は，xに関する微分を用いて延長（prolongation）
することができる．これにより生じた無限ジェット空間（jet space）𝐽∞(Tn)の“垂直”座
標 𝑢𝛼J;0は，従属変数の微分となる．ここで，セミコロンの後のインデックスは，それ
ぞれのスライス上のジェット空間の変数を表し，nでのスライスを 0で表す．インデ
ックス J = ( 𝑗1, . . . , 𝑗 𝑝)の各成分 𝑗 𝑖 は，𝑥𝑖 に関する微分の階数を示す．特に，𝑢𝛼0;0 = 𝑢𝛼

であり，𝑢𝛼 = 𝑓 𝛼 (x, n) の一階微分は，

𝑢𝛼1𝑖 ;0 =
𝜕 𝑓 𝛼 (x, n)

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 (1)

である．ここで 1𝑖 は，𝑖番目の要素が 1，他は全てゼロのベクトルである．一般には，
𝑥𝑖 による一階微分演算子を，

𝐷𝑖

��
𝐽∞ (Tn) :=

𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝛼J+1𝑖 ;0

𝜕

𝜕𝑢𝛼J;0
(2)

で表す．
以上は単一スライスにおけるジェット空間を考えたものだが，これで全格子

（lattice）Z𝑚 に対して十分である．なぜなら，xと nが独立しており，どのスライスに
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も同じジェット空間が生成できるためである．すべてのジェット空間を合わせると，
全ジェット空間 𝐽∞(T ) � Z𝑚 × 𝐽∞(Tn)が構成される．

2.2 差分構造
差分構造は，全空間 T がすべての平行移動

TK : T → T
(x, n, u) ↦→ (x, n + K, u) (3)

で保存されることにより生じる．ここで，すべてのK,L ∈ Z𝑚に対して，TL ◦TK = TK+L
である．全空間は非連結であるが，各 n上では連結空間として表現可能である．任意
な nに対して，すべてのスライス上の uを，平行移動 TK の引き戻し（pullback）T∗

K
で，スライス nにうつすと，スライス n上の延長となる．この延長空間を 𝑃(Tn)と表
し，その垂直座標は，

𝑢𝛼0;K = T∗
K

(
𝑢𝛼0;0

��
n+K

)
, 𝛼 = 1, . . . , 𝑞 (4)

である．
また，微分構造と差分構造を組み合せることにより，全ジェット空間に拡張した

平行移動
TK : 𝐽∞(T ) → 𝐽∞(T )

(x, n, . . . , 𝑢𝛼J;0, . . . ) ↦→ (x, n + K, . . . , 𝑢𝛼J;0, . . . )
(5)

を得る．同様に，あらゆる n + Kに対するジェット空間の座標を引き戻し，各 n上の
ジェット空間を延長することができる．これにより，垂直座標が，

𝑢𝛼J;K = T∗
K

(
𝑢𝛼J;0

��
n+K

)
(6)

となる空間 𝑃(𝐽∞(Tn))が得られる．この空間は，全延長空間 𝑃(𝐽∞(T )) � Z𝑚×𝑃(𝐽∞(Tn))
の n上の連結成分である．
平行移動の合成規則から，恒等式

𝑢𝛼J;K+L = T∗
K

(
𝑢𝛼J;L

��
n+K

)
(7)

が成立つ．なお，𝑃(𝐽∞(T )) 上の関数 𝑓 の 𝑃(𝐽∞(Tn)) への制限を，

𝑓n(x, . . . , 𝑢𝛼J;L, . . . ) := 𝑓 (x, n, . . . , 𝑢𝛼J;L, . . . ) (8)

と書き， 𝑓n+K(x, . . . , 𝑢𝛼J;L, . . . )を 𝑃(𝐽∞(Tn))へ引き戻したものを，

T∗
K 𝑓n+K = 𝑓 (x, n + K, . . . , 𝑢𝛼J;K+L, . . . ) (9)

で表す．平行移動 TKの局所的に滑らかな関数空間への作用，すなわち 𝑃(𝐽∞(Tn)) 上
のシフト演算子（shift operator）SKは SK 𝑓n := T∗

K 𝑓n+Kと定義され，

SK : 𝑓 (x, n, . . . , 𝑢𝛼J;L, . . . ) ↦→ 𝑓 (x, n + K, . . . , 𝑢𝛼J;K+L, . . . ) (10)

となる．𝐽∞(T )上の 𝑥𝑖 に関する微分は，𝑃(𝐽∞(Tn))上の全微分演算子（total derivative）

𝐷𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝛼J+1𝑖 ;K

𝜕

𝜕𝑢𝛼J;K
(11)
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で表せる．ここで，すべての全微分演算子とシフト演算子は可換である：
𝐷𝑖𝐷 𝑗 = 𝐷 𝑗𝐷𝑖, 𝐷𝑖 SK = SK 𝐷𝑖, SK SL = SL SK . (12)

特に，全微分演算子の合成に対して，以下の略記法を用いる：

𝐷J = 𝐷
𝑗1

1 · · ·𝐷 𝑗 𝑝

𝑝 , J = ( 𝑗1, . . . , 𝑗 𝑝). (13)

連続空間 𝑃(𝐽∞(Tn)) 上の差分演算子は，各 𝑛𝑖 の順序から生じる．任意のインデッ
クス K = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) に対応するシフト演算子は SK = S𝑘1

1 · · · S𝑘𝑚
𝑚 であり，S𝑖 := S1𝑖 は

𝑛𝑖 に関する前進シフト（forward shift）を表す．𝑛𝑖 方向の前進差分は 𝑃(𝐽∞(Tn))上で演
算子

D𝑛𝑖 := S𝑖 − id (14)
によって表される．ここで，idは恒等写像である．差分発散（difference divergence）は
D𝑛𝑖𝐺

𝑖 であり，微分差分発散（differential-difference divergence）は
𝐷𝑖𝐹

𝑖 + D𝑛𝑖𝐺
𝑖 (15)

である．
線形演算子 O の形式随伴（formal adjoint）O† は一意に存在し，𝑃(𝐽∞(Tn)) 上で定

義されたすべての関数 𝑓 と 𝑔に対して，𝑓O𝑔 − (O† 𝑓 )𝑔が（微分差分）発散となる．特
に，次のような関係が成り立つ：

𝐷†
𝑖 = −𝐷𝑖, S†

𝑖 = S−1
𝑖 , id† = id, D†

𝑛𝑖
= −(id† −S†

𝑖 ) = −S−1
𝑖 D𝑛𝑖 . (16)

合成規則 (O1O2)† = O†
2O

†
1 により，

S†
K = S−K , 𝐷†

J = (−𝐷)J := (−1) 𝑗1+···+ 𝑗 𝑝𝐷J (17)

が満たされる．
定理 1 ([25]). 𝑃(𝐽∞(Tn)) 上の関数は，以下の各（微分差分）オイラー・ラグランジュ
演算子

E𝑢𝛼 = (−𝐷)J S−K
𝜕

𝜕𝑢𝛼J;K
, 𝛼 = 1, . . . , 𝑞 (18)

のカーネルに属する場合に限り，微分差分発散である．

2.3 半離散方程式のリー点変換
本節では，半離散方程式における延長構造に基づき，半離散方程式の変換によっ

て満たされるべき制約について述べる．
リー点変換は全空間上の変換

Γ : T → T
(x, n, u) ↦→ (x̂, n̂, û) (19)

であり，空間 Z𝑚 の構造を保存するために，格子変換 n̂ = 𝐴n + n0 が必要である [10]．
ここで，𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑚 (Z)，n0は定数である．1パラメータリー群の写像は，

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝜀𝜉𝑖 (x, n, u) +𝑂 (𝜀2), �̂�𝑖 = 𝑛𝑖, �̂�𝛼 = 𝑢𝛼 + 𝜀𝜙𝛼 (x, n, u) +𝑂 (𝜀2) (20)

で表すことができる．このような写像は xと uのみを変換するため，元の座標と変換
後の座標の両方において，𝑃(𝐽∞(Tn)) 上の同じシフト演算子 SK を用いることができ
る．
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定理 2 ([27]). 1パラメータリー群 (20)は，各 𝜉𝑖 が n及び uと独立である場合に限り，
𝑃(𝐽∞(Tn)) の変換群に延長される．

𝜉𝑖 = 𝜉𝑖 (x)の場合，1パラメータリー群 (20)の characteristicは
Q := (𝑄1, . . . , 𝑄𝑞), 𝑄𝛼 = 𝜙𝛼 (x, n, u) − 𝜉𝑖 (x)𝑢𝛼1𝑖 ;0 (21)

と定義される．標準的な微分延長公式 [22]をジェット空間 𝐽∞(Tn) に適用すると，
�̂�𝛼J;0 = 𝑢𝛼J;0 + 𝜀𝜙𝛼J;0 +𝑂 (𝜀2), 𝜙𝛼J;0 = 𝐷J𝑄

𝛼 + 𝜉𝑖 (x)𝑢𝛼J+1𝑖 ;0 (22)

となり，これを 𝑃(𝐽∞(Tn)) に延長したものが，
�̂�𝛼J;K = 𝑢𝛼J;K + 𝜀𝜙𝛼J;K +𝑂 (𝜀2), 𝜙𝛼J;K = SK𝐷J𝑄

𝛼 + 𝜉𝑖 (x)𝑢𝛼J+1𝑖 ;K (23)

である．また，1パラメータリー群
𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝜀𝜉𝑖 (x) +𝑂 (𝜀2), �̂�𝑖 = 𝑛𝑖, �̂�𝛼 = 𝑢𝛼 + 𝜀𝜙𝛼 (x, n, u) +𝑂 (𝜀2) (24)

の無限小生成作用素（infinitesimal generator）は

v = 𝜉𝑖 (x) 𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜙𝛼 (x, n, u) 𝜕

𝜕𝑢𝛼
(25)

となり，𝑃(𝐽∞(Tn)) 上に次のように延長される：

pr v = 𝜉𝑖 (x) 𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜙𝛼J;K

𝜕

𝜕𝑢𝛼J;K

= 𝜉𝑖 (x)𝐷𝑖 + (SK𝐷J𝑄
𝛼) 𝜕

𝜕𝑢𝛼J;K
.

(26)

Characteristic Qはグラフの変換に由来し，各スライス Tn 上で，u = f (x, n) で定義
されるグラフは，

�̂�𝛼 = 𝑓 𝛼 (x, n) + 𝜀𝜙𝛼 (x, n, f (x, n)) +𝑂 (𝜀2)

= 𝑓 𝛼 (x̂, n) + 𝜀

(
𝜙𝛼 (x̂, n, f (x̂, n)) − 𝜉𝑖 (x̂) 𝜕 𝑓

𝛼 (x̂, n)
𝜕𝑥𝑖

)
+𝑂 (𝜀2)

に変換される．以下では，簡単のためにキャレットを省略している．変換は u = f (x, n)
から u = h(x, n)への写像となり，ただし，

ℎ𝛼 (x, n) = 𝑓 𝛼 (x, n) + 𝜀𝑄𝛼
��
[u=f (x,n)] +𝑂 (𝜀2) (27)

である．ここで，[u] は u及び必要に応じた有限回の延長を示す．同様に，u = f (x, n)
のすべての延長は式 (27)の延長に写像され，𝜀 の一次テーラ展開で SK𝐷J𝑄

𝛼 の項が
生じる．このグラフ上の作用(27)は，

(x, n, u) ↦→
(
x, n, u + 𝜀Q +𝑂 (𝜀2)

)
(28)

となり，これを延長すると，𝑃(𝐽∞(Tn)) 上の発展形式（evolutionary representative）に
なる．それにおける無限小生成作用素は，

pr vQ = (SK𝐷J𝑄
𝛼) 𝜕

𝜕𝑢𝛼J;K
(29)

と表す．
式 (29) の形をした生成作用素で，Q が (x, n, [u]) に依存するものを一般化変換

（generalized transformation）と呼び，これはエミー・ネーター（Emmy Noether）によっ
て微分方程式に対して導入されたものである [21, 23]．
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2.4 半離散方程式の対称性
半離散方程式

A := (A1(x, n, [u]), . . . ,Aℓ (x, n, [u])) = 0 (30)

の対称性は，線形化対称条件（linearized symmetry condition, LSC）によって求まる．具
体的には，方程式 A = 0のすべての解において LSC

pr v(A𝑙) = 0, 𝑙 = 1, . . . , ℓ (31)

が成り立つ．
対称性を求めるには，LSC (31)を方程式として構成しなければならない．そのた

めには，微分代数における positive rankingを微分差分に拡張する．

定義 3. 変数 𝑢𝛼J;Kの positive rankingとは，次の条件を満たす全順序 ≺である．

1. 𝑢𝛼J;K ≺ 𝐷𝑖𝑢
𝛼
J;K ( = 𝑢𝛼J+1𝑖 ;K),

2. 𝑢𝛼J;K ≺ S𝑖𝑢
𝛼
J;K ( = 𝑢𝛼J;K+1𝑖 ),

3. 𝑢𝛼J;K ≺ 𝑢𝛼I;L =⇒ 𝐷𝑖𝑢
𝛼
J;K ≺ 𝐷𝑖𝑢

𝛼
I;L ,

4. 𝑢𝛼J;K ≺ 𝑢𝛼I;L =⇒ S𝑖𝑢
𝛼
J;K ≺ S𝑖𝑢

𝛼
I;L .

A𝑙 = 0の先頭変数（leading variable）は，positive rankingが最も高い変数であり，𝑈𝑙

と表す．方程式 A𝑙 = 𝑈𝑙 − 𝜔𝑙 = 0は，𝜔𝑙 の先頭変数が 𝑈𝑙 より低い場合に，𝑈𝑙 に関し
て解くことが可能である．また，positive rankingの定義より，A𝑙 = 0の延長の先頭変
数は𝑈𝑙 の延長である．
各方程式 A𝑙 = 0が positive rankingにおける先頭変数について可解であり，さらに

すべての先頭変数が他の先頭変数と一致しない（またはその微分やシフトと一致し
ない）と仮定すると，𝜔 = (𝜔1, . . . , 𝜔ℓ) 及びその延長を，𝑈 = (𝑈1, . . . ,𝑈ℓ) 及びその延
長で置き換えることで，LSC (31)を方程式

pr v(A𝑙)
���
[𝑈=𝜔]

= 0, 𝑙 = 1, . . . , ℓ (32)

に書き換えることができる．リー点対称性の場合，Qの制限から方程式 (32)は線形過
剰決定系（linear overdetermined system）となるため，微分消去法（differential elimination）
と線形方程式の解法を組み合わせて解くことができる．一般化対称性も同様の方法
で求められる．
方程式の positive rankingを選択する自由度は高い．例えば，一般化コワレフスカ

ヤ形式（Kovalevskaya form）の方程式 [10, 22, 25]は，各独立変数に対する微分または
シフトに基づく positive rankingを持つ．一方，ゲージ対称性を持つ系は通常，優先方
向を持たないため，全体の微分差分順序に基づく positive rankingを使用する必要があ
る．
対称性は多くの応用がある．例えば，一般化対称性は可積分半離散方程式の分類

に使用されていた [8, 9, 33]．また，リー点対称性と一般化対称性をを用いることで，
群不変解を導出することが可能である．群不変解とは，条件 Q = 0を満たす解のこと
であり，3節にて詳述する．
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2.5 分割型半離散方程式のリー点対称性
定理2は，連続独立変数の変換が n に依存しない場合に限り，リー点変換が

𝑃(𝐽∞(Tn))を保存することを保証する．ほとんどの半離散方程式に対して，𝑃(𝐽∞(Tn))
は適切な延長空間であるが，例外的なクラスが存在し，これらは分割型（partitioned）
と呼ばれる [10]．分割型半離散方程式の対称性には，nに周期的な xの変換が含まれ
る．

定義 4. Z𝑚上の分割型半離散方程式とは，周期的な部分格子Lr = (𝑟1Z)×· · ·×(𝑟𝑚Z), 𝑟𝜇 ∈
N上で定義される系であり，少なくとも 1つの 𝑟𝜇 が 1でないものである．

以降では，部分格子が離散座標 𝑛𝑖 に整列していると仮定する．この整列は，必要
に応じて最初に格子変換を適用することで達成可能である．この場合，Lr 上の 2点
間における任意の変換の 𝜇成分は，𝑟𝜇 の整数倍である．
各 𝑟𝜇 が最大である，すなわち部分格子 Lr上の半離散方程式が分割されていない

と仮定する．この場合，Z𝑚 は Lr の 𝑟 = 𝑟1𝑟2 · · · 𝑟𝑚 個のコピーで覆われており，任意
の 2つのコピー上の方程式の解は完全に独立している．延長空間 𝑃(𝐽∞(Tn))には，Lr
に含まれる nのコピーで使用されないシフトが含まれているため，半離散方程式の
対称性は必ずしも 𝑃(𝐽∞(Tn))の変換である必要はない．しかし，半離散方程式のすべ
ての解の延長を保持するためには，部分格子 Lr上の点間のシフトにより定義される
縮小延長空間（reduced prolongation space）𝑃r(𝐽∞(Tn)) の変換である必要がある．

定理 5 ([27]). 1パラメータリー群 (20)の 𝑃(𝐽∞(Tn)) への延長は，各 𝜉𝑖 が uに依存せ
ず，すべての 𝑘𝜇 ∈ Zに対して，周期条件

𝜉𝑖
©­«x, n +

𝑚∑
𝜇=1

𝑘𝜇𝑟𝜇1𝜇
ª®¬ = 𝜉𝑖 (x, n) (33)

を満たす場合に限り，縮小延長空間 𝑃r(𝐽∞(Tn)) の変換である．

系 6. 分割型半離散方程式 A = 0に対して，1パラメータリー点対称性の無限小生成
作用素は，

v = 𝜉𝑖 (x, n) 𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜙𝛼 (x, n, u) 𝜕

𝜕𝑢𝛼
(34)

で表され，周期条件 (33)及び，

pr v = 𝜉𝑖 (x, n) 𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜙𝛼J;K

𝜕

𝜕𝑢𝛼J;K
,

𝜙𝛼J;K = SK𝐷J

{
𝜙𝛼 (x, n, u) − 𝜉𝑖 (x, n)𝑢𝛼1𝑖 ;0

}
+ 𝜉𝑖 (x, n)𝑢𝛼J+1𝑖 ;K

(35)

に従い，LSC (31)を満たす．また，characteristicが次のように表される：

𝑄𝛼 = 𝜙𝛼 (x, n, u) − 𝜉𝑖 (x, n)𝑢𝛼1𝑖 ;0. (36)

例 7 ([27]). 半離散方程式
𝑢′ =

𝑢2
𝑢

(37)

は分割型で，𝑟 = 2である．ここで，𝑢′ = 𝐷𝑥𝑢である．すべてのリー点対称性の無限
小生成作用素

v = 𝜉 (𝑥, 𝑛) 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜙(𝑥, 𝑛, 𝑢) 𝜕

𝜕𝑢
(38)
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は周期条件 𝜉 (𝑥, 𝑛 + 2𝑘) = 𝜉 (𝑛, 𝑘), 𝑘 ∈ Zに従う．周期条件及び LSCから，無限小生成
作用素のリー代数は次のように表される：

v1 =
𝜕

𝜕𝑥
, v2 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, v3 = 2⌊𝑛/2⌋𝑢

𝜕

𝜕𝑢
,

v4 = (−1)𝑛 𝜕

𝜕𝑥
, v5 = (−1)𝑛

(
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑢

)
, v6 = (−1)𝑛2⌊𝑛/2⌋𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

(39)

ただし，⌊𝑛/2⌋ は床関数である．延長されたリー代数は 𝑃(𝐽∞(T𝑛)) 上で 6次元である
が，延長構造を保存しない．例えば，v5によって生成される 1パラメータリー部分群，
すなわち，

Γ : (𝑥, 𝑛, 𝑢) ↦→ (𝑥, �̂�, �̂�) = (exp{(−1)𝑛𝜀}𝑥, 𝑛, exp{(−1)𝑛𝜀}𝑢) , 𝜀 ∈ R (40)

を考えると，𝑃(𝐽∞(T𝑛)) 上で，Γの延長は

𝑢′1 ↦→ 𝑢′1 = T∗
1(𝑢′|𝑛+1) = T∗

1(𝑢′|𝑛+1) (41)

となり，微分延長
𝐷𝑥 (�̂�1) = 𝐷𝑥 (exp{(−1)𝑛+1𝜀}𝑢1)

=
𝐷𝑥 (exp{(−1)𝑛+1𝜀}𝑢1)
𝐷𝑥 (exp{(−1)𝑛𝜀}𝑥)

= exp{2(−1)𝑛+1𝜀}𝑢′1

(42)

と一致しない．これは，微分演算子 𝐷𝑥 とシフト演算子 Sは可換だが，変換後の微分
演算子 𝐷𝑥 と Sは非可換のためである [25]．
実際，延長されたリー代数は，構造が保存される縮小空間 𝑃2(𝐽∞(T𝑛))上では 3次

元であり，分割型ではない半離散方程式 𝑢′ = 𝑢1/𝑢のリー点対称性におけるリー代数
と同型である．
分割型半離散方程式となる物理系の例として，離散ポテンシャル KdV方程式やク

ロスレシオ（cross-ratio）方程式などがあり，それぞれ 𝑟 = 2の戸田型分割オイラー・
ラグランジュ方程式に埋め込むことができる [5, 29]．次の例は，一般化対称性法を用
いて分類された 5点可積分半離散方程式である [8]．
例 8. 分割型半離散方程式（𝑟 = 2）

𝑢′ = 𝑢(𝑢2 − 𝑢−2) (43)

は，ヴォルテラ方程式（Volterra equation）に変換できる（例10参照）．この方程式の
リー点対称性における無限小生成作用素は，

v1 =𝜕𝑥 , v2 = −𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢,

v3 = (−1)𝑛𝜕𝑥 , v4 = (−1)𝑛 (−𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢)
(44)

であるが，リー代数 span{v1, v2}はヴォルテラ方程式におけるリー代数と同型である．

3 相似逓減と群不変解
本節では，半離散方程式のリー点対称性を用いて，相似逓減における群不変解に

ついて説明する．すべてのパラメータは，特異点がないように仮定し，𝑢 = 𝑓 (𝑥) や
𝑢 = 𝑓 (𝑛) などの特殊解は含まないものとする．また，すべての変数は一次元であり，
簡単のため 𝑛 ≥ 0と仮定する．
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例 9 (戸田型方程式). 戸田格子（Toda lattice）[31]はよく知られている可積分半離散方
程式の一つであり，

𝑢′′ = exp(𝑢−1 − 𝑢) − exp(𝑢 − 𝑢1) (45)

と表される．LSC (31)を用いて，すべてのリー点対称性は，

v1 = 𝜕𝑥 , v2 = 𝜕𝑢, v3 = 𝑥𝜕𝑢, v4 = 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑛𝜕𝑢 (46)

から生成される．
[14]では，微分方程式の対称性理論をそのまま使用し，(46)のほかに，戸田格子

の対称性に寄与しない非内在（あるいは不規則）な無限小生成作用素を発見した．同
じ論文で，戸田格子の群不変解も計算された．ここでは，いくつかの戸田型方程式の
対称性と群不変解を求める．
まず，相対論的戸田格子方程式（relativistic Toda lattice）[30]

𝑢′′ =
𝑢′1𝑢

′

1 + exp(𝑢 − 𝑢1)
−

𝑢′𝑢′−1
1 + exp(𝑢−1 − 𝑢) (47)

のリー点対称性における無限小生成作用素

v1 = 𝜕𝑥 , v2 = 𝜕𝑢, v3 = 𝑥𝜕𝑥 (48)

が求まる．以下では相似逓減を行い，群不変解を求める．

• v3 +𝐶1v1 +𝐶2v2 = (𝑥 +𝐶1)𝜕𝑥 +𝐶2𝜕𝑢 (𝐶2 ≠ 0): Characteristic 0 = 𝑄 := 𝐶2 − (𝑥 +𝐶1)𝑢′，
つまり，

d𝑢
d𝑥

=
𝐶2

𝑥 + 𝐶1
(49)

より，𝑛及び
𝑣(𝑛) = 𝑢(𝑥, 𝑛) − 𝐶2 log(𝑥 + 𝐶1) (50)

が不変量として得られる．これを相対論的戸田格子方程式に代入すると，𝑣を
満たす差分方程式は，

1
1 + exp(𝑣 − 𝑣1)

− 1
1 + exp(𝑣−1 − 𝑣) = − 1

𝐶2
(51)

となり，𝑣について解くと，相対論的戸田格子方程式の群不変解

𝑢(𝑥, 𝑛) = 𝐶2 log(𝑥 + 𝐶1) −
𝑛∑

𝑘=0
log

(
− 𝐶2
𝑘 + 𝐶2𝐶3

− 1
)
+ 𝐶4 (52)

が求まる（図2）．ここで，𝐶3, 𝐶4は積分定数または総和定数である．

• v1 + 𝐶1v2 (𝐶1 ≠ 0): 線形群不変解

𝑢(𝑥, 𝑛) = 𝐶1𝑥 + 𝐶2𝑛 + 𝐶3 (53)

が求まる（図3）．

次に，一般化対称性法を用いた戸田型可積分系の分類 [33]に従って，Td1（通常
の戸田格子），Td2及び Td3方程式のリー点対称性と群不変解について示す．
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図 2: 相対論的戸田格子方程式の解(52)：𝐶1 = 10, 𝐶2 = −30, 𝐶3 = −0.5, 𝐶4 = 0

図 3: 相対論的戸田格子方程式の解(53)：𝐶1 = 1, 𝐶2 = −1, 𝐶3 = 0
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• Td2方程式：
𝑢′′ = 𝑢′(𝑢1 − 2𝑢 + 𝑢−1) (54)

– リー点対称性：

v1 = 𝜕𝑥 , v2 = 𝜕𝑢, v3 = 𝑛𝜕𝑢, v4 = −𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢 (55)

– v4 + 𝐶1v1 + 𝐶2v2 + 𝐶3v3による群不変解（図4）：

𝑢(𝑥, 𝑛) = −𝑛2 + 𝐶4𝑛 + 𝐶5
𝑥 − 𝐶1

− 𝐶3𝑛 − 𝐶2 (56)

図 4: Td2方程式の解(56)：𝐶1 = 0, 𝐶2 = 0, 𝐶3 = 1, 𝐶4 = 1, 𝐶5 = 0

– v1 + 𝐶1v2 + 𝐶2v3 で 𝐶1, 𝐶2 の少なくとも一方がゼロでない場合の群不変解
（図5）：

𝑢(𝑥, 𝑛) = (𝐶2𝑛 + 𝐶1)𝑥 + 𝐶3𝑛 + 𝐶4 (57)

• Td3方程式：
𝑢′′ = 𝑢′ (exp(𝑢1 − 𝑢) − exp(𝑢 − 𝑢−1)) (58)

– リー点対称性：
v1 = 𝜕𝑥 , v2 = 𝜕𝑢, v3 = 𝑥𝜕𝑥 + 𝑛𝜕𝑢 (59)

– v3 + 𝐶1v1 + 𝐶2v2での群不変解（図6）：

𝑢(𝑥, 𝑛) =
𝑛∑

𝑘=0
log(−𝑘 + 𝐶3) − (𝑛 + 𝐶2) log |𝑥 + 𝐶1 | + 𝐶4 (60)

– v1 + 𝐶1v2 (𝐶1 ≠ 0)での群不変解：

𝑢(𝑥, 𝑛) = 𝐶1𝑥 + 𝐶2𝑛 + 𝐶3 (61)
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図 5: Td2方程式の解(57)：𝐶1 = 0, 𝐶2 = 1, 𝐶3 = 1, 𝐶4 = 0

図 6: Td3方程式の解(60)：𝐶1 = 1, 𝐶2 = 0, 𝐶3 = 15, 𝐶4 = 0
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例 10 (ヴォルテラ型方程式 [33]).

• ヴォルテラ方程式（Volterra equation）：

𝑢′ = 𝑢(𝑢1 − 𝑢−1) (62)

– リー点対称性：
v1 = 𝜕𝑥 , v2 = −𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢 (63)

– v2 + 𝐶1v1での群不変解（図7）：

𝑢(𝑥, 𝑛) = −𝑛 + 𝐶2(−1)𝑛 + 𝐶3
2(𝑥 − 𝐶1)

(64)

図 7: ヴォルテラ型方程式の解(64)：𝐶1 = 5, 𝐶2 = 10, 𝐶3 = 0

• 修正ヴォルテラ方程式：
𝑢′ = 𝑢2(𝑢1 − 𝑢−1) (65)

– リー点対称性：

v1 = 𝜕𝑥 , v2 = (−1)𝑛𝑢𝜕𝑢, v3 = −2𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢 (66)

– v3 + 𝐶1v1 + 𝐶2v2 (𝐶2 ≠ 1)での群不変解（図8）：

𝑢(𝑥, 𝑛) =
exp

(
(−1)𝑛

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘 log
(
−1

2 𝑘 − 𝐶2
1−(−1)𝑘

4 + 𝐶3

)
+ 𝐶4(−1)𝑛

)
(
𝑥 − 𝐶2

2

) 1+𝐶2 (−1)𝑛
2

(67)

– v1 + 𝐶1v2での群不変解（図9）：

𝑢(𝑥, 𝑛) = exp

(
𝐶1(−1)𝑛𝑥 + (−1)𝑛

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘 log
(
𝐶1

1 − (−1)𝑘
2

+ 𝐶2

)
+ 𝐶3(−1)𝑛

)
(68)
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図 8: 修正ヴォルテラ型方程式の解(67)：𝐶1 = −1, 𝐶2 = −1, 𝐶3 = 5, 𝐶4 = 0

図 9: 修正ヴォルテラ型方程式の解(68)：𝐶1 = 1, 𝐶2 = 1, 𝐶3 = 0
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例 11. 伊藤・成田・ボゴヤヴレンスキー方程式（Itoh–Narita–Bogoyavlensky equation）
[6, 11, 20]

𝑢′ = 𝑢 (𝑢2 + 𝑢1 − 𝑢−1 − 𝑢−2) (69)

は 5点可積分半離散方程式である．そのリー点対称性は，

v1 = 𝜕𝑥 , v2 = −𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢 (70)

によって生成され，v2 + 𝐶1v1における群不変解は，

𝑢(𝑥, 𝑛) = (−1)𝑛
3(𝑥 − 𝐶1)

𝑛∑
𝑘=0

(−1)𝑘
(
−𝑘 + 𝐶2 + 𝐶3 cos

(
2
3
𝜋𝑘

)
+ 𝐶4 sin

(
2
3
𝜋𝑘

))
(71)

である（図10）．

図 10: 伊藤・成田・ボゴヤヴレンスキー方程式の解(71)：𝐶1 = −1, 𝐶2 = 0, 𝐶3 = 1, 𝐶4 = 1

例 12. 交通流モデル [3]

𝑢′′ = 𝑎 (−𝑢′ + tanh(𝑢1 − 𝑢 − 𝑢𝑐) + tanh 𝑢𝑐) (72)

は，単線を走行する車両の様子を記述しており，定数 𝑎 > 0は運転者の感度，𝑢𝑐 > 0
は最適距離を表す．LSCを用い，リー点対称性

v1 = 𝜕𝑡 , v2 = 𝜕𝑢, v3 = exp(−𝑎𝑡)𝜕𝑢 (73)

が求まる．なお，連続独立変数として 𝑥 の代わりに時間 𝑡 を使用した．𝐶1, 𝐶2の少な
くとも一方がゼロでない場合，v1 + 𝐶1v2 + 𝐶2v3による群不変解は，

𝑢(𝑥, 𝑛) = 𝐶1𝑡 −
𝐶2
𝑎

exp(−𝑎𝑡) +
(
𝑢𝑐 +

1
2

log
(
−1 − 𝐶1 + tanh 𝑢𝑐
−1 + 𝐶1 − tanh 𝑢𝑐

))
𝑛 + 𝐶3 (74)

である（図11）．
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図 11: 交通流モデルの解(74)：𝑎 = 1, 𝑢𝑐 = 1, 𝐶1 = 1, 𝐶2 = −1, 𝐶3 = 0

4 まとめ
対称性方法の拡張に際して，離散方程式と比較して半離散方程式はより困難であ

ることが指摘されている [15]．[25]では連続変数と離散変数の非可換性が明らかにさ
れ，[27]で半離散方程式における（微分差分）幾何的な構造を提案され，問題が解決
された．これにより，対称性による解析は，半離散方程式を含む多くの系に適用可能
となった．
本論文では，戸田型，ヴォルテラ型，及び 5点の伊藤・成田・ボゴヤヴレンスキ

ー方程式，ならびに交通流モデルのリー点対称性を計算し，相似逓減における群不変
解を導出した．特に，分割型半離散方程式は，他タイプの半離散方程式では現れない
非内在（または非規則）な対称性を持つ特異な系である．
半離散方程式における対称性の他の応用例として，可積分性の基準の一つとして

の有用性が示唆されている [8, 9, 33]．また，半離散系におけるネーターの定理は，変
分半離散方程式の保存則や微分差分関係を構築することを可能にし [25, 26, 27]，対称
性および保存則を保つ偏微分方程式の半離散化手法の研究が進行している [12, 17]．
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