
CM体におけるHECKE L値の非消滅性

田中拓弥

Abstract. 本稿では Lamplughが虚二次体に対して得た L値に関する結果を CM体に拡張する. これ
を応用して, BSD予想を仮定したときに CM体の適切な多重 Zl 拡大 K∞, 及び l上すべての素点で通常
良還元をもつ CM型単純アーベル多様体 Aにより定義される Z加群 A(K∞)/A(K∞)tors が有限生成 Z
加群であることを示す.

キーワード: Hecke L値, Mordell-Weil階数

Contents

1. 導入 2

謝辞 3

記法 4

2. 準備 5

2.1. アーベル拡大体 6

2.2. A/R の形式完備化 8

2.3. 形式群 8

2.4. 対数 12

2.5. 微分作用素 13

3. 高次の Eisenstein数 14

3.1. コホモロジー類として 16

3.2. 普遍ベクトル拡張 17

3.3. モーメント写像 18

3.4. Ĝa
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1. 導入

K+ を総実代数体とする. K を K+ 上の総虚 2次拡大体 (CM体)とする. さらに, K の CM型 ΣK , つまり
Emb{K ↪→ Q} = ΣK tΣK という埋め込み全体の半分の集合 ΣK を固定する. p 6= lを相異なる素数とする. ま
た, ι∞ : Q ↪→ Cという体の埋め込みを固定する.

以下では, K の整イデアル fに対して, I
(f)
K で fと互いに素なK の分数イデアルのなす群とする. 本稿で扱う

対象は, l上のK における素イデアル λのべき乗を導手 fχに持つ代数的 Hecke指標 χ : I
(fχ)
K −→ Q×である. χ

に対して定まる無限型 (第 6節で定義される)を次のようにする.

β − α ∈ Z[Emb(K ↪→ Q)].

ここで, β =
∑

σ∈ΣK
βσσ ∈ Z[ΣK ], α =

∑
σ∈ΣK

ασσ ∈ Z[ΣK ]とした.

この代数的 Hecke指標 χ : I
(fχ)
K −→ Q× に対し, Hecke L函数

L(χ, s) :=
∑

a⊂OK

a は fχ と互いに素

ι∞ ◦ χ(a)
N(a)s

が定義され, Re(s)� 0において絶対収束する. さらに, ガンマ因子を

Γ∞(χ, s) :=
∏

σ∈ΣK

2(2π)−(s−min(βσ,−ασ))Γ(s−min(βσ,−ασ))

としたときに, |dK |をK の絶対判別式とすれば Λ(χ, s) := (|dK |N(fχ))
s/2Γ∞(χ, s)L(χ, s)が次の函数等式を満

たす.

Λ(χ, s) =W (χ)Λ(χ, 1− s).

ここでW (χ)は |W (χ)| = 1を満たす, ある複素数である.

片々のガンマ因子が s = 0で極を持たないような χを criticalな代数的 Hecke指標という.

複素函数 L(χ, s)は χが criticalであるとき, 全複素平面に正則に解析接続される. その s = 0での値 L(χ, 0)

を L(χ) と定める.

本稿では, 次の 2つのことを行う.

A. χの導手が l上の K における素イデアル λのべき乗であるとし, 無限型を固定して走らせる. この時,

有限個を除くすべての代数的 Hecke指標 χに対して L(χ) 6= 0が成立することを示す.

B. AをK 上K の整数環に CMを持つ単純 CM型アーベル多様体として, K 上 λべきのモジュラスに対
して定義される射類体の合成体K(λ∞)として, A(K(λ∞))/A(K(λ∞))tors という Z加群が有限生成で
ある十分条件を与える.

Aについては, Lamplugh[Lam15]により Q上定義された, 虚二次体K の整数環に CMを持つような CM楕円
曲線 E が l上全ての素点で通常良還元を持つ場合に知られる. このことから Lamplughは 1次元の場合のBの
主張, つまり E(K(λ∞))/E(K(λ∞))torsが有限生成 Z加群であることを示した. 本稿では, この結果を CM体に
拡張する.

本稿の主結果を述べる. ここで, K を類数 1とし, λのべきを導手にもつGal(K/K)の位数有限指標のなす指
標群Xλとする. すると, XλはKの類数が 1であることにより全射となるArtin写像O×

K,λ −→ Gal(K(λ∞)/K)

による引き戻しを通じて
Xλ ⊂ Homcont.(O×

K,λ,Q
×
)

と埋め込まれる. ここで Q× には離散位相を入れて Homcont. は連続な準同型全体とした.

任意の ρ ∈ Xλ の像が有限なので ρ : Gal(K(fρ)/K) −→ Q× となる整イデアル fρ で, イデアルの包含で最大
のものをとることができる.

Artin写像を介して, ρ : I
(fρ)
K −→ Q× と見做せることに注意する. 1つ目の主結果を述べる.

定理A (定理 6.12). K/Qを CM体. また lを, K/Qで不分岐な素数. K の criticalな代数的 Hecke指標 χは,

導手が 1となるものとする. さらに, これらの (K/Q, l)は次の条件を満たしているとする.



CM 体における HECKE L 値の非消滅性 3

1. lはK+/Qで不分岐であり, K/K+ で l上の任意の素点が (l) = λλと完全分解する.

2. K の類数は 1で Q上ガロアである.

3. Kλ の剰余位数 qとして, K は 1の q − 1乗根を含まない.

このような条件で, λにより指標群 Xλ を先に定義したように定める. この時, 高々有限個を除く任意の ρ ∈ Xλ

に対して, L(χρ−1) 6= 0が成立する.

Lamplugh[Lam15], Lei-Kundu[LK23]は, K が虚二次体の場合に, χの無限型 β −αでの β = 0となる場合に
対して, この結果を含む主張を示している.

次に, この結果をMordell-Weil群の階数に応用するために, CM型アーベル多様体のランクに関する BSD予
想を用いる. これにより, 次の主定理 Bが証明される.

定理 B (定理 6.18). K が Q上ガロアな CM体とし, (K, l)が Theorem Aの仮定を満たすとする. CM型単純
アーベル多様体 A/K が次の条件を満たすとする.

1. A/K は End(A) ' OK を満たす.

2. A/K は l上のすべての素点で通常良還元をもつ.

3. A/K は全ての素点で良還元を持つ.

(l) = λλを満たす K での素イデアル λとし, また K の λ外不分岐最大アーベル拡大体を K(λ∞)と定義する.

K(λ∞)/K の任意の Q上有限次の中間体 F に対して, A/F がランクに関する BSD予想を満たすとする. この
時, Z加群 A(K(λ∞))/A(K(λ∞))tors は有限生成 Z加群である.

Lamplugh[LK23] は, 虚二次体 K の整数環に CM を持つような Q 上定義された楕円曲線に対して上記の
Theomre Bが成り立つことを示しており, 定理 Bは, Lamplughの結果の CM体への拡張である. 本稿の構成を
述べる.

• 2節で, 基本的な記号の準備を行う.

• 3節で, [KS24]による結果を基にして, 高次の Eisenstein数を補完する形式函数を構成する.

• 4節では, 2節で構成した形式函数と, [BKF15]による形式函数の関係式を記述する.

• 5節では, Sinnot[Sin87]の有理函数測度を拡張して, 形式函数に付随する測度について議論する.

• 6節で, L値を 3節で構成した形式函数と関係づける. そして 4節での結果を基に, 1つ目の主結果を証
明する. 系としてMordell-Weil階数についての結果が従う.
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記法

以降では, 以下の記法を使用する.

(1) a = (a1, . . . , an) ∈ Cn, n ≥ 1という元について, x = (x1, . . . , xn) ∈ Nn により
ax := ax1

1 · · · axn
n

と定める. また, 1 ∈ Cn と書いた場合は,

1 := (1, . . . , 1) ∈ Cn

を意味することとする.

(2) 階乗記号について, x = (x1, . . . .xn) ∈ Nn に対して
x! := x1! · · ·xn!

で定義する.

(3) a = (a1, . . . , an), b := (b1, . . . , bn) ∈ Cn に対して,

a+ b := (a1 + b1, . . . , an + bn), a− b := (a1 − b1, . . . , an − bn), ab := (a1b1, . . . , anbn)

と定める. この a, b ∈ Cn が a ≥ b とは, すべての i = 1, . . . , nに対し, ai ≥ bi であることとする.

(4) Nとして, 本稿では Z≥0 を示すこととする.

(5) 環 S に対して, S の素イデアル Pによる完備化を SP とし, 積閉集合 S − Pによる局所化を S(P) と
する.

(6) C を体として, GC を C の絶対ガロア群とする.

(7) K を CM体として, OK ⊗ C加群M を考える. J ⊂ Emb(K ↪→ C)を埋め込みの有限部分集合とする.

この時,

M(J) :=
⊕
σ∈J

M(σ)

とする. ここで, σ ∈ JとしてM(σ) := {m ∈M | (a⊗1)·m = (1⊗σ(a))m,が任意の a ∈ OK で成り立つ}
によりM(σ)を定義した.

(8) 任意の R加群M , 及びその元m ∈M に対してm[n] := m⊗ · · · ⊗m ∈M⊗n という記法を用いる.
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2. 準備

この節では, CM型アーベル多様体に関する基本的な事項とともに, 本稿でよく使われる記号を説明する. 本
稿を通じて, すべての代数体は Qの部分体と考える. すなわち, 代数体K に対して τK : K ↪→ Qという体の埋
め込みを固定する.

以下では, 記号を次のようにとる.

• K : Q上の次数 2gであるような CM体.

• p 6= l : 相異なる素数とする.

• M : Q上ガロアなK を含む代数体.

• A : K の整数環に CMを持つM 上の g次元単純アーベル多様体で, p, l上のM における全ての素点で
良還元を持つもの.

• ι∞ : Q ↪→ C, ιp : Q ↪→ Cp, ιl : Q ↪→ Cl を体の埋め込みとして固定する.

M における l 上の素点 vl を vl = OK ∩ (ιl ◦ τK)−1(mCl
) とする. ここで, mCl

は OCl
の極大イデアルで,

τK : K ↪→ Qは固定していた体の埋め込みである. A/M のOM,(vl)上の NeronモデルA/OM,(vl)
とする. ここで

OM,(vl) は局所化とした. 簡単のため, OM,(vl) =: R ⊂ Cと記述する.

この時, つぎの同型が成り立つ.

ι : OK ' EndM (A) ' EndR(A).

ここで, 2番目の同型はNeron写像原理 (Neron mapping principle)1 を用いた. A/Rの微分形式について, Ω1
A/R

の単位切断 eによる引き戻しを次で定義する.

ωA/R := e∗Ω1
A/R.

この時, ωA/Rは π∗Ω
1
A/Rと一致し, さらに Rが離散付値環なので Γ(Spec(R), ωA/R)は R上階数 gの自由加

群をなす. また, その基底 ω(A) := (ω1, . . . , ωg)は次の性質を満たす.

補題 2.1 ([BLR80, Section 4, Proposition 1, Corollary 3]). 各 ωiに対し, ある平行移動不変なΩi ∈ Γ(A,Ω1
A/R)

が一意に存在して e∗Ωi = ωi を満たす.

Γ(A,Ω1
A/R) = Γ(Spec(R), ωA/R)なので, Γ(A,Ω1

A/R)も R 上階数 g の自由加群である. このことから, ι :

OK ' EndR(A)を固定したときに, 基底 {Ωi}i=1,...,g が取れて, 任意の a ∈ OK に対して次を満たすような埋め
込み σi : K ↪→M ↪→ C (i = 1, . . . , g)が取れる.

Ωi ◦ ι(a) = σi(a)Ωi (1)

特に, 必要であれば ιを取り換えることで固定していた ι∞ ◦ τK : K ↪→ Q ↪→ Cが {σ1, . . . , σg}に含まれるよう
にする.

この埋め込み全体 ΣK := {σ1, . . . , σg}としてK の CM型をとる. この CM型は, A/M の CM型と呼ばれる.

(K,ΣK)が定める Reflex体を次のように定義する.

Kref := Q(trΣK
(a) | a ∈ K),

ここで trΣ(x) :=
∑

σ∈Σ σ(x)とする. この体の絶対ガロア群 GKref は,

{σ ∈ GQ | σΣK = ΣK} = GKref

を満たす. したがって, 固定された τKref : Kref ↪→ Qとして,

{σΣK | σ ∈ GQ} ' Emb(Kref ,Q);σΣK 7→ στKref

が全単射を与える.

1すなわち, 任意の R上滑らかなスキーム T に対して成立する次の性質 HomR(T,A) = HomM (TM , A), ここで TM は T

を R ⊂ M で基底変換したもの
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他方, τK : K ↪→ Qが固定されているので, この全単射より

{σΣK | τK ∈ σΣK} ↪→ Emb(Kref ,Q)

という単射が誘導される. このようにして定まる単射の像はKref の CM型 ΣKref を定めている.

2.1. アーベル拡大体. この節では, CM型アーベル多様体の [ST61]による結果を基に, CM体K を含む有限次
代数体M に定義体を持つアーベル多様体 A/M で, EndM (A) ' OK となるものから, M 上のアーベル拡大体を
構成する. 次のような群準同型を考える.

M× −→ K×;x 7→
∏

σ∈Σ
Kref

σ(NM/Kref (x))).

この準同型を連続に延長したイデールの準同型を µ : A×
M −→ A×

K とする.

また,前節で (1)を満たすように定義したΓ(A/R,Ω
1
A/R)の基底Ω1, . . . ,Ωgにより定まる一意化2ξ : Cg/ΛA −→

Aan(C)をとる.

この一意化により, EndC(A
an(C)) ↪→ EndZ(ΛA)が引き起こされる. ⊗ Qを作用することで

EndC(A
an(C))⊗Q ↪→ EndQ(Q · ΛA)

が得られる. さらに, EndM (A) ' EndC(A) ↪→ End(Aan(C)) が成り立つ. ここで, End(Aan(C))は, 複素 Lie群
Aan(C)としての正則自己準同型写像のなす環である. この 1番目の同型は, M がK の Reflex体を含み, Aが単
純アーベル多様体であることによる. また, 2番目の単射は, アーベル多様体 Aの自己準同型射を, 複素 Lie群
Aan(C)の正則な自己準同型射と見做す対応で与える3.

この単射に, 再び ⊗ Qを作用させることで次の単射を得る.

EndM (A)⊗Q ↪→ End(Aan(C))⊗Q

以上の 2つの単射 EndC(A
an(C)) ⊗ Q ↪→ EndQ(ΛA), EndM (A) ⊗ Q ↪→ End(Aan(C)) ⊗ Qを合成することで,

Φ1 : EndM (A)⊗Q ↪→ EndQ(Q · ΛA)という単射が次を満たすように定義される.

a(ξ(v)) = ξ(Φ1(a)(v)),

ここで a ∈ EndM (A), v ∈ Q · ΛA は任意.

ι : K ' EndM (A)⊗Q と Φ1 を合成することで, Q代数の単射準同型

Φ := Φ1 ◦ ι : K −→ EndM (A)⊗Q ↪→ End(Q · ΛA)

が取れる. この Φを通じて Q · ΛA がK ベクトル空間の構造をもつことに注意する.

Q · ΛA は Q上 2g = [K : Q]次元のベクトル空間である. 従って, Q · ΛA はK ベクトル空間として次元 1で
あるので, Φ(K) ·w = Q ·ΛA となる w ∈ Q ·ΛAが存在する. 特に, Φから定まる標準的なK ベクトル空間の間
の同型を以下のように定義する.

u : K ' Q · ΛA ⊂ Cg.

また a := u−1(ΛA)とする.

定理 2.2 ([Shi71, Proposition 5.15]). A/Mをこれまで考えてきたアーベル多様体とする. σs ∈ GMをσs|Gal(Mab/M) =

(s,Mab/M)を満たすような絶対ガロア群の元とする. ここでMab はM の最大アーベル拡大体で s ∈ A×
M と

した.

2周期ペアリング, H1
dR(A,Ω1

A/C) ×H1(A(C),C) −→ Cにより, Ωi から H1(A(C),Z) ↪→ Cg という単射が定まり, この
像が ΛA

3この対応が単射であるのは, A/M の非自明な射が, Aan(C)の原点における接空間に非自明な射を誘導することから確認
できる.
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この時, Aσs

/M に関する, ある一意化 ξ
′ が存在し, 次の可換図式を満たす.

K/a
ξ◦u

//

1/µ(s)

��

A(C)

σs

��

K/µ(s)−1a
ξ
′
◦u

// Aσs(C)

注意 2.3. この主張は, より一般に K の Reflex体 Kref を含むような有限次代数体 k 上定義された CM型単純
アーベル多様体 A/k に対して成立する.

この定理により, 次の命題が成立することを示す.

命題 2.4. A/M を本節冒頭で定義したアーベル多様体とする. p上の全ての素点で A/M が良還元を持つとする.

この時, M(A[l∞])は p上の任意のM における素点で不分岐となるようなM のアーベル拡大体である.

証明. 以下では, L :=M(A[l∞])とする. 定理 2.2により任意の v ∈ l−na/aに対して, 次が成り立つ.

σs · ξ(u(v)) = ξ
′
(u(

1

µ(s)
v)).

また, σs はM を固定するので A/M が Aσs

/M と同種であることがわかる. したがって同種写像 τ : A −→ Aσs に
対応するK 線形変換 T : Q · ΛA −→ Q · ΛA が一意に存在して次が成立する.

(1) τ ◦ ξ′
= ξ ◦ T

(2) T : u(µ(s)−1a) −→ u(a)

ここで, Q · ΛA は ΦによりK ベクトル空間となっている. すると, T = Φ(αs)という αs ∈ K が取れる. 特に

σs · ξ(u(v)) = ξ
′
(u(

1

µ(s)
v)) = ξ(u(

αs

µ(s)
v))

が任意の u(v) ∈ A[l∞]に対して成立している. ここで,

Gal(L/M) −→ {s ∈ A(∞),×
M | s · a = a};σs 7→

αs

µ(s)

を考える. A(∞),×
M はM のイデールの有限部分とした.

これが準同型なのはよく, 単射であることのみ確認する. σs ∈ Gal(L/M)の像 αs/µ(s) = 1とする. この時,

σs · (ξ(u(v))) = ξ(u(
αs

µ(s)
v)) = ξ(u(v))

が任意の v ∈ A[l∞]で成立するので, L = M(A[l∞])を踏まえて σs = 1が成立するのは良く, これより L/M は
確かにアーベル拡大である.

ここで, Neron-Ogg-Shafarevichの定理から L/M が p上の全ての素点において不分岐であるのは良く, 命題
の主張が従う. □

A/M は CM型アーベル多様体なので, すべての素点で常に潜在的良還元を持つ. したがって, M(A[l∞])/M

の有限次中間体M
′ が存在してM(A[l∞])/M

′ は l外不分岐アーベル拡大体となる.

類体論により, 代数体の l外不分岐最大アーベル拡大体のガロア群は有限群×Za
l , a ∈ Zと書ける. 以上より,

ある自然数 dを用いて以下のような同型が存在することがわかる.

Gal(M(A[l∞])/M) '有限群× Zd
l . (2)

この同型 (2)と, 局所類体論から次が成立する.

系 2.5. M(A[l∞])を ιp による素点で完備化したものを J とすると, k: Qp 上の有限次拡大体が存在して J =

k(µl∞)が成立する.
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証明. M(A[l∞])/M は p上の素点全てで不分岐であった. また, Weilペアリングの存在より µl∞ ⊂ J である. こ
こで, 同型 (2)を用いれば, M の ιp より定まる p上の素点で完備化したものを k

′ とすれば

Gal(J/k
′
) '有限群× Zc

l ,

c ∈ Zという記述を持つことがわかる. µl∞ ⊂ J より c ≥ 1はよい.

局所類体論から c ≤ 1であるので c = 1を得る. ゆえに k
′′ として, 上記の Zl の固定体に対応する J/k

′ の部
分体をとれば, k

′′
(µl∞) ⊂ J は有限次拡大になっているので, 必要であれば k

′′ の有限次部分拡大体 k ⊂ J をと
ることにより, J = k(µl∞)が成立する. □

2.2. A/Rの形式完備化. この節では, 前節の R上定義されたアーベルスキームA/Rの単位切断に沿った形式化
Â/R について議論する. 本節でも, K の CM型 ΣK を (1)を満たすように定義する.

体の埋め込み, ιp : Q ↪→ Cp, ιl : Q ↪→ Cl に, 次の条件を課す.

• p-ord, l-ord

ιp (resp. ιl), σ ∈ ΣK が定める K の p, (resp.l)上の素点 Pσ := (ιp ◦ σ)−1(mCp) ∩ OK (resp. λσ)は
Pσ 6= Pσ (resp. λσ 6= λσ)を満たす. ここで, mCp

は OCp
の極大イデアルとした.

• 単項性
K における l上, および p上の素点は全て単項イデアル.

Â/RをA/Rの単位切断に沿った形式完備化とする. 初めに, ΣK と ιlにより定まるK での素イデアルの集合 Σl

として, L ⊂ OK というイデアルを L =
∏

λσ∈Σl
λσ として定義する.

補題 2.6. 任意の n ∈ Z≥1 に対して, A[Ln]/R は連結な有限群スキーム.

証明. A[Ln
]/Rがエタールであることを示せればよい. 実際, A[ln]/Rの連結成分A[ln]◦/Rの位数は lng以上である

([Shatz86, p.64]を参照). A[Ln
]/RがR上エタールであることが示されたとする. この時, A[ln] = A[Ln]×RA[L

n
]

なので
A[ln]◦ = (A[Ln]×R A[L

n
])◦ = A[Ln]◦

が成立する. ここで, A[Ln]◦/R は A[Ln]/R の単位元を含む連結成分とした.

従って, A[Ln]◦ の位数が lng 以上であることがわかるので, A[Ln]◦ = A[Ln]でなければならない.

L
nの生成元 a ∈ L

nによる ι(a) : A −→ A がエタールであることを示す. ι(a)は同種写像で平坦なので, 相対
次元 0かつ不分岐であることを示す. 相対次元 0であるのは良いので, ι(a) : A −→ Aによる微分形式の層Ω1

A/A

について Ω1
A/A = 0が成立することを示す. このことを示すには, 導分の第一短完全系列から

ι(a)∗Ω1
A/R −→ Ω1

A/R (3)

という標準的射が全射であることを示せばよい.

Ω1
A/Rは大域切断 Ω1, . . . ,Ωg により生成される層であり, これらは Ωi ◦ ι(a) = σi(a)Ωi を i = 1, . . . , gで満た

している. σi(a) ∈ R×であるので ι(a)による標準的射の全射性は確かに良い. したがって, ι(a)がエタールとな
る. 特に, ι(a)を単位切断 e : Spec(R) −→ Aで基底変換した A[Ln

] −→ Spec(R) もエタール射となる. □

この補題より, A[ln]/Rの連結成分がA[Ln]/Rであることがわかる. 特に, Â/Rは g次元の形式 Lie群となり,

A/R は通常良還元を持つ.

2.3. 形式群. 本節では前節で定義した形式 Lie群 Â/R の直積における閉部分形式 Lie群について調べる. 本稿
では, 素数 lとK に対して次のような条件を加える.

• K の最大総実部分体K+として, l上のK+における素イデアル lは唯 1つしかない. さらに l = (λ)(λ)

が成立する.

ここで, 補題 2.6での Lと一致するように素イデアル λをとる. O := EndR(Â) ⊂ EndR̂(Â) ' OK,λ として定
義する. ただし, R̂は Rの極大イデアルによる完備化とした. Oの環構造は次のように記述される.
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補題 2.7. OK ⊂ O ' R∩OK,λという環としての包含と同型が存在する. ここで, R∩OK,λという交叉は R̂に
おいてとる. 特に, Oは単項イデアル整域である.

証明. 最初の包含OK ⊂ Oは明らかである. そこで, 2つ目の同型O ' OK,λ∩Rを示す. Â/R = Spf(R[[t1, . . . , tg]])

であり, EndR(Â)の元 aは, a ∈ OK,λで, aが定める R̂上の形式群の準同型 [a] : R̂[[t1, . . . , tg]] −→ R̂[[t1, . . . , tg]]

が R[[t1, . . . , tg]] −→ R[[t1, . . . , tg]]を与える元である. これは特に, M [[t1, . . . , tg]] −→M [[t1, . . . , tg]]を定める.

逆に, a ∈ OK,λ で [a] : M [[t1, . . . , tg]] −→ M [[t1, . . . , tg]]を与えるようなものは Oの元となる. ÂはM 上に基
底変換すると, 形式対数が存在するので Ĝa

g と形式群としてM 上同型である. 今, a ∈ OK,λ ∩ Rであれば, [a]

が定めるMv 上の形式群 Ĝa

g

/Mv
の自己準同型はM 上定義される. したがって, a ∈ Oとなることがわかる. 逆

の包含は, a ∈ Oの時には Ω1
Â/R
−→ Ω1

Â/R
を定めることにより, a ∈ Rであるので確認される. 以上のことから,

a ∈ OK,λ ∩ Rが a ∈ Oであることと同値であることが確認されたので主張を得る. R ∩ OK,λ は整閉整域であ
り, Frac(O)の整数環の局所化で得られる. したがって Oは単項イデアル整域である. □

R = OM,(vl) ⊂ M という vl での局所化を極大イデアルで完備化したものを R̂とかく. Tateにより, 次のこ
とが示されている.

定理 2.8 ([Tate67]). 体 kを剰余標数 lであるような完備ネータ局所環 R̂の標数 0の商体とする. この時, 以下
のような共変である充満忠実関手が存在する.

{R̂上の l可除群のなす圏 } → {連続な Gk 作用を持つ階数有限自由 Zl 加群のなす圏 }.

ここで, 左辺から右辺は Tate加群をとることで構成する. さらに, R̂上の連結な l可徐群の圏と R̂上の l可徐形
式 Lie群の圏の間には圏同値が存在する.

また, 有限体上の単純アーベル多様体については, 次のことが示されている.

定理 2.9 ([Tate66]). kを有限体とする. A/k を単純アーベル多様体とし, その幾何的 Frobenius πA ∈ Endk(A)

とする. この時, Q(πA) ⊂ Endk(A)⊗Z Qは斜体 Endk(A)⊗Z Qの中心と一致する.

R̂上の形式 Lie群 A/R̂ の部分形式 Lie群を定義する. 以下では, R̂の剰余体を κとする. 初めに Â/R̂ の閉部
分形式群スキームについて次が示される.

補題 2.10. 形式 Lie群 Âの, Âと一致しないような R上閉部分形式群スキームの l進 Tate加群は自明である.

補題の証明. Â/R̂ が主張の反例となる非自明な部分形式群スキーム G/R̂ を含むとする. この時, M を素点 vl で
完備化した体を k としたとき, G/R̂ の Tate加群, Y := lim←−

n

G[ln](OCl
)は, Gk の作用で安定かつ非自明な部分

Zl 加群 Y ⊂ lim←−
n

A[λn](OCl
) =: T Â ' OK,λ を与える. A/R の還元 Ã/κ に, 定理 2.9を用いることで, Ãの幾

何的 Frobeniusを与える π ∈ OK ' EndR(A) ⊂ Endκ(A)が存在し, Q(π) = K が成立することが従う. 特に
Z[π] ⊂ OK は, K の整環となる. Y ⊂ TÂ ' OK,λ は特に, OK,λ の非自明な部分 Zl[π]加群を定めている. 他方,

Z[π] ⊂ OK は整環であるので, rkZl
Y = rkZl

T Âである. ここで, Z[π] ⊂ OK ↪→ EndR̂(Â)を介して Z[π]は Y に
作用することに注意する.

ゆえに, G/R̂ は Â = Spf(R̂[[T1, . . . , Tg]])としたとき, Âの R̂上 g次元な部分形式群スキームとなる. 従って,

G = Âが成立してしまい, G を非自明な Âの部分形式群スキームと仮定していたことに矛盾する. □

次に, Â/R の直積における, 或る閉部分形式 Lie群について調べる.

補題 2.11. As[λ∞](OCl
) の l 可除部分群4H とする. H ⊂ Â(OCl

) の形式 Lie 群 Â/R における Zariski 閉包
H ⊂ Âs は R上の閉部分形式 Lie群H ⊂ Âs を与える. さらに, Hが A[λ∞](OCl

) 6⊂ H[l∞](OCl
)を満たすよう

4l可徐群とは l倍写像が全射準同型になるアーベル群のことである.
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な閉部分形式 Lie群であるとする. ある αi ∈ O, i = 1, . . . , nが存在して, H ⊂ Ker(Φ)が成立するように, 次の
ような射 Φが構成できる.

Φ =

n∑
i=1

αi ◦ pri : Âs −→ Â.

ここで, pri は第 i成分への射影とした.

注意 2.12. この補題は, Schneps[Sch87]の補題 1, 補題 2, 補題 3の形式群に対する類似である. ここで, Schneps

の補題では楕円曲線を扱っているが, 同じ証明手法で本補題の Âの代わりに, 体上定義されたアーベル多様体を
用い, Hの代わりに非自明な閉部分アーベル多様体に置き換えた主張が得られることに注意する.

補題の証明. 1つ目の主張を示す. H ⊂ Âs
/Rという形式的スキームにおける閉部分形式的スキームH を考える.

これが, Âs
/Rにおける乗法m, 及び逆 ιで, H の乗法, 逆を well-definedに定めることを示す. 逆についての証明

は同様なので, 乗法に対する証明のみ行う. Âs = Spf(R[[X1, . . . , Xs]])として g個の変数のペアXiを用いて表
示する. Âs の形式群則 φを考える. これは, 2gs変数べき級数のペアである.

H ⊂ H(OCl
)という部分集合について, H がアーベル群であることから, m(H ×H) ⊂ H(OCl

)であることが
わかる. H が H(OCl

)で稠密であることに注意する. ゆえに, H = Spf(R[[X1, . . . , Xs]]/J)として, イデアル J

をとれば, 任意の f ∈ J について f ◦ φはH で稠密な部分集合H においてゼロになる. したがって, H は形式群
則で安定であることが示された.

同様にして, [l] : H[l∞](OCl
) −→ H[l∞](OCl

) が全射的であることもわかる. l 可徐群の構造定理から,

H[l∞](OCl
)が,アーベル群としてQl/Zlの有限直和と同型であることに注意する. 今,H[l∞](OCl

) ⊂ As[λ∞](OCl
)

であり, As[λn]はOCl
に基底変換すれば, 有限群スキームとして µln の有限個の直積と同型で, H[ln](OCl

)もま
た, OCl

上では有限個の µln の直積と同型である. ゆえに, {H[ln]}は連結な l可徐群となる. したがって, H を
R̂に基底変換すれば, 定理 2.8により形式 Lie群となるので, 閉部分群スキーム H は, 閉部分形式 Lie群であっ
たことが示された.

次に, このようにして H に群構造を入れた Âs
/R の閉部分形式 Lie群 Hについて, 2番目の主張を示す. 以

下では, 特にこれが非自明な閉部分形式 Lie群であるとする. TλAs := lim←−
n

As[λn] ' OK,λb1 + . . . + OK,λbs と
して, b1, . . . , bs を基底に持つ Tate加群を定義する. TλAs の部分 Zl 加群 C := TlH := lim←−

n

H[ln]と定義する.

R = OM,(vl) で, vl におけるM の完備化 k :=Mvl とする.

補題 2.10と同様にして, A/kの幾何的Frobenius π ∈ Endk(A) ' OK を用いて, OK の部分環Z[π] ⊂ OK を構
成すれば, これは整環となる. さらに, 定義よりH, ÂはR上で定義されるので, C, TλAsはいずれも Zl[π]加群で
ある. ここで, λ = λσ, σ ∈ ΣK としていたことを踏まえ, TλAsにはOK ⊗Zlが, 自然な射影OK ⊗Zl −→ OK,λ

を介して作用することに注意する. 特に, Zl[π] ↪→ OK ⊗ Zl −→ OK,λ を, 包含と自然な射影の合成とし, その像
を Ol とすれば, TλA, 及び C には Zl[π]が Zl[π] −→ Ol を介して作用する. Z[π]が K の整環であることより,

Ol ⊗Zl
Ql ' OK,λ ⊗Zl

Ql ' Kλ である.

C ⊗Zl
QlはKλベクトル空間として階数 rであるとする. もし, r = sであるとすれば, 補題 2.10を踏まえて,

R̂上の形式 Lie群の同型 Â ' Hを得るが, これはHが A[λ∞](OCl
) 6⊂ H[l∞](OCl

)を満たすとしていたことに
矛盾する.

ゆえに, r < sでなければならない.

さて, そこで, C ⊗Zl
Ql という Kλ ベクトル空間を考える. 環 S 上の l 可除群 G に対し, 零元での接空間を

tG(S), 余接空間を t∗G(S)とする. また, G′

/S でその Cartier双対とする.

Hodge-Tate分解により, 次のような Cl[Gal(k/k)]加群としての同型を得る ([Tate67]を参照されたい).

TλAs ⊗Zl
Cl ' t∗Âs,′ (Cl)⊕HomGal(k/k)(Cl(−1), tÂs(Cl)).

t∗
Âs,′ (M)⊕HomGal(k/k)(M(−1), tÂs(M)) =: X としてM 上のベクトル空間を考え, その部分空間 Y を, 次のよ
うに定義する.

Y := t∗H′ (M)⊕HomGal(k/k)(M(−1), tH(M)).
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すると, これらは次の包含関係を満たしている.

⊕s
i=1 Clbi =⋃ X ⊗M Cl⋃ ⊃ Y ⊗M Cl⋃
TλAs = TλAs ⊃ TH.

ここで, 上記の包含関係において, Hに対してHodge-Tate分解を考えることで TH⊗Ol
OK,λ = TλA∩Y ⊗M Cl

が成立することに注意する.

TλAs ∩ Y という OK,λ ∩M = O自由加群の基底を f1, . . . , fr とする. fi ∈ Ob1 + . . .+Obs = TλAs ∩X で
あるので, fi は, cij ∈ Oを用いて, fi =

∑s
j=1 cijbj と記述される.

次のような, R̂上の形式 Lie群における射 τi を各 i = 1, . . . , rに対して考える. ただし, ∆は対角閉埋め込み
とする.

τi : Â
∆−→ Âs (cij)−→ Âs;x 7→ (x, . . . , x) = (x1, . . . , xs) 7→ (ci1x1, . . . , cisxs).

この射 τi, i = 1, . . . , rを用いて, 次の射を考える.

τ := τ1⊕̂ . . . ⊕̂τr : Âr −→ Âs; (x1, . . . , xr) 7→ (

r∑
i=1

cijxi)j (4)

このような τ の像として R̂上定義された Âs の閉部分形式群スキーム Ĉ を定義する. この ⊕̂は, 形式 Lie群
Âs

/R̂
における加法であるとした. ĈはHに対する証明と同様にして, R̂上の形式 Lie群であることが確認できる.

この時, Ĉ/R̂ の構成法により, TlH ⊗Zl
Ql = TlĈ ⊗Zl

Ql が成立する. 実際, この等号は (4) と, 任意の∑r
i=1 xifi ∈ TlHが満たす, 次の等式から従う.

r∑
i=1

xifi =

r∑
i=1

s∑
j=1

xicijbj =

s∑
j=1

(

r∑
i=1

cijxi)bj .

特に, 或る正の整数 n,mが存在し, lnTlH ⊂ lmTlĈ ⊂ TlHという包含関係が成立する.

したがって, 以上のことから, Ol[Gk]加群 C = TlH, TlĈ =: Dという TλAsの部分Ol[Gk]加群が, Ol部分加
群として, lnC ⊂ lmD ⊂ C を満たすことがわかったので, Ol[Gk]加群として包含 lnC ⊂ lmD ⊂ C が成立する.

他方, 定理 2.8により, これは [lm] : Ĉ −→ Hという形式 Lie群の間の射が存在することを示している. ゆえに,

Âs の閉部分形式 Lie群としてH = Ĉ である.

さて, fi の構成から

(f1, . . . , fr) = (b1, . . . , bs)P

という P ∈ Ms,r(O)が構成できる. 単因子論から或る, a1, . . . , ar ∈ O, 及び Q1 ∈ GLs(O), Q2 ∈ GLr(O)が取
れて, 次のような等式が成り立つ.

Q1PQ2 =


a1 0 . . . 0

0 a2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 0

 ∈Ms×r(O)

そこでQ−1
1 : Âs −→ ÂsというR上定義された射と, prr+1 : Âs −→ Âという第 r+1成分への射影を合成した

Φ : Âs −→ Âを考える. すると, Φ(H) = Φ(Ĉ) = 0となるので, Φが R上定義されることを踏まえて補題の主
張が従う. □

次に Â/R の対数を定義する.
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2.4. 対数. (1)のようにして定義される平行移動不変な微分形式 {Ωi}, (i = 1, . . . , g)をとる. {Ω̂i}, (i = 1, . . . , g)

を, この微分形式より誘導される Â/R上の微分形式とする. 本節以降, 特に記述がない場合 ÂをR上の形式リー
群 Â/R のこととする. この形式リー群 Â/R をM に基底変換したとき, 次のようなM 上の形式的対数 logA が
存在する. ([BK07, p.27, Section 2.3, p.28, Proposition 2.14]の証明を参照されたい ).

補題 2.13. ÂをM に基底変換したとき, M 上の形式 Lie群の同型

logA = (log1, . . . , logg) : Â/M −→ Ĝa

g

/M

がとれ, A/R の 0A 周りにおける適切な局所パラメータ t := (t1, . . . , tg)に対して, 任意の i = 1, . . . , gで次のよ
うな性質を満たす.

d logi(t) = Ω̂i, logi(t) ≡ ti mod (t1, . . . , tg)
2.

注意 2.14. このような形式対数は, R上は定義できない. 次の 2.3節 2.18の g = 1の場合の例を参照されたい.

ここでは, 完備アーベルスキームについて形式対数を定義したが, 同様にして Zp 上平坦なアディック環5R上の
形式リー群に対して R[1/p]上対数が定義できる.([Ds22, p.320]を参照のこと. )

証明. まず, Â/R の零元周りでの任意の局所パラメータ tを固定する. 各 i = 1, . . . , gに対して, 或るM 係数形
式べき級数 logi ∈ M [[t]]が存在して d logi = Ω̂i が成立することを示す. Âの形式群から Ĝg

a へのM 上の同型
F が存在することが知られている ([Ha10]参照). この逆を Gと定義する.

Ω̂iは,定義から平行移動不変な微分形式である. ゆえに, G∗Ω̂iは Ĝa

g

/M 上の平行移動不変な微分形式である. 特
に, d(G∗Ω̂i) = 0を満たすことがわかる. したがって,或るM 係数形式べき級数H(T )が存在して dH(T ) = G∗Ω̂i

が成立する. 以上のことから, Ω̂i = F ∗G∗Ω̂i = d(H(F (t)))が性質するので, M 係数の tによる形式べき級数 logi

が取れて d logi = Ω̂iとなる. この際, logAというM 係数形式べき級数に定数項が存在しないようにとれること
に注意する. 単位切断 e : Spec(R) −→ Aにより, Ωi, (i = 1, . . . , g)を引き戻すと, Ωi, i = 1, . . . , gの定義より

〈dt1, . . . , dtg〉R = 〈e∗Ω1, . . . , e
∗Ωg〉R

が成立している. したがって, ti, (i = 1, . . . , g)を取り換えることで e∗Ω̂i = dti, i = 1, . . . , g が成立するとして
よい. 以上のことから, 各 iに対して d logi = Ω̂i と合わせて次を得る.

logi(t) ≡ ti mod (t1, . . . , tg)
2.

最後に, この logA = (logA, . . . , logA)が形式群の準同型を与えていることを示す. A/R の積から定まる余積

m∗ : R[[t]] −→ R[[t]]⊗R R[[t
′
]] ' R[[t, t

′
]]

が定まり, FÂ := (FÂ,1, . . . , FÂ,g), FÂ,i := m∗(ti) ∈ R[[t, t
′
]]とする.

この時, 各 i = 1, . . . , gに対して

logi(FÂ,1(t, t
′
), . . . , FA,g(t, t

′
)) = logi(t) + logi(t

′
)

が成立することを示せばよい. このことは, 外微分 dを作用させることと, d logÂ = (Ω̂1, . . . , Ω̂g)より, 次と同値
である.

Ω̂i(t1, . . . , tg)|t1=FÂ,1(t,t
′ ),...,tg=FÂ,g(t,t

′ ) = Ω̂i(t) + Ω̂i(t
′
).

他方, この等式は, Ωiが平行移動不変な微分形式であることから従う. logÂ,i, (i = 1 . . . , g)というべき級数はい
ずれもM 係数形式べき級数環において可逆であり, logÂ がM 上の形式リー群の間の同型を与えている. □

この補題 2.13で与えた,局所パラメータ t = (t1, . . . , tg)を用いて記述されるR上の形式群FÂ := (FÂ,1, . . . , FÂ,g)

を固定する.

5ある pを含むイデアルのべき乗を零元の開近傍系に持ち, 完備かつ分離的な位相環
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2.5. 微分作用素. M 上の形式リー群の同型 logA : Â −→ Ĝg
a, およびその逆 log−1

A により, 平行移動不変な微分
作用素

Dti := Di := (logA)
∗ ◦ ∂i ◦ (log−1

A )∗,

i = 1, . . . , gが定まる. ここで, ∂i は ti に関する偏微分作用素. 先天的には, この微分作用素はM 上の形式べき
級数環に作用するが, 実は R上の形式べき級数環にも作用する.

補題 2.15. Di, i = 1, . . . , gは R[[t]]を R[[t]]に移す微分作用素.

証明. (FÂ,i(t, t
′
))i=1,...,g ∈ R[[t, t

′
]]⊕g を Âの乗法により与えられる形式群則としたとき,

logi(FÂ,1(t, t
′
), . . . , FÂ,g(t, t

′
)) = logi(t) + logi(t

′
)

が各 i = 1, . . . , g に対して成立する. そこで片々に, Dt
′
i
という R[[t

′
]] における微分作用素を Dt

′
i
(tj) = 0,

j = 1, . . . , gで R[[t, t
′
]]に延長したものとして作用させ, t

′
= (0, . . . , 0)を代入したものを比較する.

• 左辺にDt
′
i
を作用させ, t

′
= 0を代入した式 :

∂ logi
∂T1

|T=t ·
∂FÂ,1

∂T
′
i

|T ′=0 + · · ·+
∂ logi
∂Tg

|T=t ·
∂FÂ,g

∂T
′
i

|T ′=0

• 右辺にDt
′
i
を作用させ, t

′
= 0を代入した式 :

(logÂ)
∗ ◦ ∂t′i ◦ (log

−1

Â
)∗(logi(t) + logi(t

′
)) = 1

同様の計算によって, 次の g × g行列の等式を得る.

(
∂ logi
∂tj

(t))i,j × (
∂FÂ,i

∂t
′
j

(t, 0))i,j = Ig

ここで, Ig が g × gの単位行列である.

この行列等式と, (
∂FÂ,i

∂t
′
j

(t, 0))i,j が R係数 g × g行列であることにより, 次の性質を得る.

((∂ logi

∂tj
(t))i,j)

−1 ∈Mg×g(R) (5)

この性質を用いて補題を証明する. Di(tj) ∈ R[[t]]であることを 各 i, j に対して示せば十分.

Di(tj) = (logÂ)
∗ ◦ ∂i ◦ (log−1

Â
)∗(tj) =

∂ log−1
j

∂ti
(T )|T=logÂ(t)

であることに注意する.

log−1
i (log1(t), . . . , logg(t)) = ti

が, i = 1, . . . , gに対して成立するので, 片々tj で偏微分することにより, 各 i, j について次の等式を得る.

∂ log−1
i

∂T1
|T=logÂ(t) ·

∂ log1
∂tj

+ · · ·+ ∂ log−1
i

∂Tg
|T=logÂ(t) ·

∂ logg
∂tj

(t) = δij ,

ここで δij は Kroneckerのデルタである. 従って, 次の g × gも行列式を得る.

(
∂ log−1

i

∂Tj
|T=logÂ(t))i,j × (

∂ logi
∂tj

)i,j = Ig

この等式に, 等式 (5)を用いることで, 任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対して

Di(tj) =
∂ log−1

j

∂ti
(T )|T=logÂ(t) ∈ R[[t]]

を得る. □

以上のことから, 次のようにして平行移動不変な微分作用素を定義する.

定義 2.16. 多重指数 α = (α1, . . . , αg) ∈ Zg
≥0 として, 微分作用素 ∂̂

[α]
A を次のように定義する.

∂̂
[α]
A := Dα1

1 · · ·Dαg
g .
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注意 2.17. この作用素は任意の f ∈ R[[t]]に対し次を満たすことに注意する.

∂̂
[α]
A (f(FÂ(t, t

′
))) = (∂̂

[α]
A (f))(FÂ(t, t

′
)).

例 2.18. g = 1の場合には, 形式対数 logA(t)としてD1 = 1/ log
′

A(t)× d/dtで与えられる. さらに, pが奇素数
でA/R がWeierstrassモデル y2 = 4x3 − g2x− g3で与えられるとき, ω = −2dx/y, t = −2x/yに対する形式対
数函数 logA は

(logA(t))
′
=

∞∑
m,n=0

(2m+ 3n)!

(m+ 2n)!m!n!
(
−g2
4

)m(
−g3
4

)nt4m+6n

と記述される ([Y13, Corollary 3]を参照 ).

3. 高次の Eisenstein数

　この節では, [KS24]で構成された l進テータ函数を基にして, Eisenstein数と深い関係のある Â/R 上の形
式函数を構成する. この結果は, [BKF15]における古典的な Eisenstein数と関係深い形式函数の構成の拡張にあ
たる.

以下では, K をQ上の次数 2gの CM体とし, p, lを相異なる素数とする. K+をK の最大総実部分体とする.

また, 第 2節と同様にして, 次のように記号を定義する.

(1) 体の埋め込み ι∞ : Q −→ C, ιp : Q −→ Cp, ιl : Q −→ Cl とする.

(2) K 上の有限次代数拡大体M とする.

(3) CM型単純アーベル多様体 A/M のうち, ι : OK ' EndM (A)を満たすものを固定する.

(4) そして l上の素点 vl で OM を局所化した局所環 Rとし, R上の A/M の Neronモデル A/R をとる.

(5) A/R の双対アーベルスキームを A′

/R とする. また, 自由 R 加群 Γ(A,Ω1
A/R)の R 加群としての基底

ω(A) = (Ω1, . . . ,Ωg)を, 第 2節 (1)を満たすように定める. Γ(A′
,Ω1

A′/R
)のR加群としての基底 ω(A′

)

も ω(A)と同様にして定義する.

(6) Ωi により (1)のように定まるK の CM型 ΣK とする.

(7) 各 σ ∈ ΣK に対し, λσ := (ιl ◦ σ)−1(mCl
) ∩ OK によりK における素イデアルを定め, L :=

∏
σ∈ΣK

λσ

とする.

必要であれば, ιを ιに取り換えることでA[L]/R が連結な有限群スキームであるようにする (本稿の補題 2.6を
参照されたい).

本節では, 特にK,M , および lについて, 次の条件が満たされることを仮定する.

• l上のK+における任意の素イデアルはK/K+で完全分解し, M/Qで p, l上の任意の素点は, それぞれ
p, l上不分岐.

本節では新たに, 補助イデアルとして plと互いに素であるような K の整イデアルを f, cを固定する. 必要であ
れば, M に A[f](Q)の座標を添加することで, A[f](OCl

) = A[f](R)が成立するとしてよい.

定義 3.1. Γf := {e ∈ O×
K | e ≡ 1 mod f}という群とする. また,

Crit(Γf) := {(βσ, ασ) ∈ NΣK × NΣK |
∏

σ∈ΣK

σ(x)−ασσ(x)βσ = 1, x ∈ Γf は任意, β ≥ 0, α ≥ 1}

と定める.

A/C を A/R の基底変換とし, π : A −→ Spec(C)を構造射とする. ωA/C := π∗Ω
1
A/C と定義したとき, Aの自

己同型環 OK が引き戻しにより作用し, ωA/C は OK ⊗ C加群となる. Lie(A/C) := HomC(ωA/C,C)を, その双
対として定義される OK ⊗ C加群とする.

一般に, OK ⊗ C加群 B に対し, B を次のように定義する. B ' B がアーベル群として成立し, OK ⊗ C加群
としての積を, c1 ⊗ c2 · b := (c1 ⊗ c2)b, (c1 ∈ OK , c2 ∈ C, b ∈ B)によって定義する.

補題 3.2. ωA/C := π∗Ω1
A/C とする. この時, OK ⊗ C加群の自然な同型 ωA/C ' Lie(A

′
/C) が存在する.
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証明. Hodge短完全列
0 −→ ωA/C −→ H1

dR(A/C) −→ Lie(A
′
/C) −→ 0

がOK ⊗C加群として分裂し, また ωA/C, Lie(A
′
/C) = Hom(ωA′/C,C)のOK ⊗C加群としての作用が, それぞ

れ OK ⊗ C(ΣK), OK ⊗ C(ΣK)を経由する. ここで, OK ⊗ C加群 B に対して B(ΣK), B(ΣK)の定義は, 本稿
の記法の節を参照.

　このことから, 次の同型が得られる.

H1
dR(A/C)(ΣK) ' ωA/C,H

1
dR(A/C)(ΣK) ' Lie(A

′
/C).

　更に, 定義よりH1
dR(A/C)(ΣK) = H1(A/C)(ΣK)である. したがって, OK ⊗C加群の同型 ωA/C ' Lie(A

′
/C)

が得られる. □

　H1(A(C),C)には標準的なOK ⊗C加群の構造6が入っている. このことにより, 次のOK ⊗C加群のペア
リングが定義できる.

HomC(H1(A(C),C),C)×H1(A,C) −→ HomZ(OK ,Z)⊗ C; (f, l) 7→ (x 7→ f(xl)),

但し x ∈ OK とした. ここで, HomZ(OK ,Z) ⊗ C ' OK ⊗ C に注意する. したがって, 周期ペアリング
H1

dR(A/C)×H1(A(C),C) −→ Cにより与えられる HomC(H1(A,C),C) ' H1
dR(A/C)を用いることで

H1
dR(A/C)×H1(A(C),C) −→ OK ⊗ C

というペアリングが定まる. 以下, このペアリングから, 次のようなペアリングを構成する.

〈, 〉 : ωA/C × ωA′/C −→ OK ⊗ C(ΣK)

ここで OK ⊗ C(ΣK)の定義については, 本稿冒頭の記法の節を参照されたい.

　まず, Hodge短完全列

0 −→ ωA/C −→ H1
dR(A/C) −→ Lie(A

′
/C) −→ 0

から, 補題 3.2により同型 ωA/C ' H1
dR(A/C)(ΣK) が取れる. 同様に,

H1(A(C),C) ' HomC(H
1
dR(A/C),C) ' H1

dR(A
′
/C)

を踏まえて, Hodge 短完全列から ωA′/C ' H1(A(C),C)(ΣK) という同型がとれる．したがって, 定義した
H1

dR(A/C) × H1(A(C),C) −→ OK ⊗ C を制限した H1
dR(A/C)(ΣK) × H1(A,C)(ΣK) −→ OK ⊗ C により

OK ⊗ C加群のペアリング
〈, 〉 : ωA/C × ωA′/C −→ OK ⊗ C(ΣK) (6)

が定義される. このペアリングと, 先に固定した ωA/R の自由 R 加群としての基底 ω(A) と, 同様に定義した
ωA′/Rの自由 R加群としての基底 ω(A′

)を用いて次のように C⊗C(ΣK)の元 〈ω(A), ω(A′
)〉を定義する. ここ

で定義から ω(A) (resp, ω(A′
))は ωA/R (resp. ωA′/R)の階数 1自由R⊗OK 加群としての生成元を与えていた

ことに注意する.

定義 3.3. ω(A), ω(A′
)は, R ⊂ Cによる基底変換により誘導される射 ωA/R −→ ωA/C, ωA′/R −→ ωA′/Cによっ

て, それぞれOK ⊗C加群としての ωA/C, ωA′/Cの生成元を与えている. この生成元もそれぞれ ω(A), ω(A′
)と

書くことにする. ω(A)により, ωA/C の OK ⊗ C加群としての生成元が定まるが, この生成元を ω(A)とする.

そこで, それぞれの生成元のペアに関する 〈, 〉による像として 〈ω(A), ω(A′
)〉 ∈ OK ⊗ C(ΣK) = CΣK を定義

する.

6OK ≃ EndM (A)により, γ ∈ H1(A(C),Z)への g ∈ OK ,つまり g : A(C) −→ A(C)による作用としてγ : [0, 1] −→ A(C)
との合成 g · γ := g ◦ γ で定義する.
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定義 3.4. 高次の Eisenstein数とは, Γf ⊂ O×
K : mod fで 1と合同な数よりなる部分群, (α, β) ∈ Ng × Ng が

(β, α+ 1) ∈ Crit(Γf)を満たすとき, x ∈ Ators に対して

EKβ,α
Γ (f[c], x) :=

(−1)g(g−1)/2

〈ω(A), ω(A′)〉β
· α!

∑
t∈Γ\c−1ΛA/ΛA

f[c](−t)Eβ,α+1(t+ x, 0; Λ,Γf) (7)

により定義される数である.7 ここで, 指数有限な部分群 Γ ⊂ O×
K に対して次のように s ∈ C, Re(s) > |β|−|α|

2 + g

で絶対収束する次のような sに関する正則函数を定義する.

Eβ,α(t, s; ΛA,Γ) :=
∑

l∈Γ·t+ΛA/Γ

l
β

lαN(l)2s
.

この函数は sに関して負の実軸での整数点上を除いた全複素平面に解析接続される ([KS24, Lemma 3.26]を参
照). 以下では, Eβ,α(t; ΛA,Γ) := Eβ,α(t, 0; ΛA,Γ)とも記述する.

この (7)における f[c] は, 有限群スキーム A[c]/R の単位元 e = eA[c] として

f[c] := (Nc)1e − 1A[c] (8)

で定義されるA[c]/Rの函数体の元である. A[c]はR上エタールなので, この元 f[c]はA[c]/R上の大域切断を定
めることに注意する. ここで必要であれば, M を拡大体に取り換えることで, A[c](M) = A[c](Q)であるとして
よい.

このような Eisenstein数は, 同変コホモロジー類として記述される. このコホモロジー類としての記述を基に
して, 高次の Eisenstein数は, ある形式函数の値として記述できるようになる.

3.1. コホモロジー類として. ここでは, Eisenstein-Kronecker類を構成し, その類とEisenstein数の関係を記述す
る. Γ ⊂ Aut(A)を指数有限部分群とする. 前節で定義した, A/Rというアーベルスキームに対して, A[c] := D ⊂ A
は Γ ⊂ Aut(A)の作用で安定な閉部分スキームであるとする. ここで, cは, lと互いに素なのでD/Rはエタール.

以下,

R[D]0,Γ := ker(Γ(D,OD)
tr−→ R)Γ

と定める. この trとは有限平坦 R代数のトレース写像のことである. この時, j : U := A−D ↪→ A, i : D ↪→ A
が取れて,

0 −→ j!OU −→ OA −→ i∗i
−1OA −→ 0

というOA加群短完全列が取れる. これに対して, F を, A上のOA-Γ加群8 として, HomOA(∗,F)Γという関手
の導来を取ることにより, 次の長完全系列が生じる.

· · · −→ Hi
D(A,Γ;F) −→ Hi(A,Γ;F) −→ Hi(U,Γ;F) −→ Hi+1

D (A,Γ;F) −→ (9)

この系列をもとにして,

f[c] ∈ R[D]0,Γ

に付随するコホモロジー類を構成する. A×R A
′ 上の Poincare層 P とする. P は可逆な OA×RA′ 加群である.

この時,

A×A
′ id×π

′

−→ A

7[KS24]ではより一般に“高次の Eisenstein数”を研究しているが, ここではこの定義で十分である.
8ここでは, [Gro57]の意味で OA-Γ加群を定義している. 抽象群 Gとし, 各 g ∈ Gが局所環付き空間 (X,OX)について

局所環付き空間の射 g : X −→ X を与えるとする. OX 加群 F が OX -G加群であるとは, F のエタール空間に Gが作用し,

これが X への Gの作用と可換であり, さらに
OX ×F −→ F

という X 上の加群の層の標準的な射について Gの作用と可換であることを意味する. OX -G加群の層のなす加法圏は充分
単射的対象を持つようなアーベル圏である.
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の単位切断に沿った P の完備化を P̂ とする. G ∈ {OA, P̂ ,Ω
g
A/R}という加群の層には, Γ作用が次のように定

まる.

γ−1
♯ : Gτ −→ Gγ·τ

, ここで Gτ は τ ∈ Aにおける G の茎であり, γ ∈ Γとした.

例えば P̂ に対しては P の普遍性より
γ−1
♯ : γ∗P̂ ' P̂

が定まり, Γ作用を与えるような茎の間の同型が誘導される. ([KS24, Corollary 2.9]を参照).

これにより, P̂ ⊗OA Ωg
A/R は OA-Γ加群となる.

この OA-Γ加群の同変コホモロジーは次のように計算される ([KS24, section 2.6]を参照).

補題 3.5. Hi(A,Γ : P̂ ⊗OA Ωg
A/R)は i < gであれば 0であり, i = gの場合は Rと同型. さらに,

Γ(D,OD)Γ ⊂ Hg
D(A,Γ; P̂ ⊗OA Ωg

A/R)

という標準的単射が存在する.

ここで, (9)の式に F = P̂ ⊗OA Ωg
A/R を用いれば

0 −→ Hg−1(U,Γ; P̂ ⊗OA Ωg
A/R) −→ Hg

D(A,Γ; P̂ ⊗OA Ωg
A/R) −→ R

を得る. 補題の標準単射と合成した

Γ(D,OD)Γ ↪→ Hg
D(D,Γ; P̂ ⊗OA Ωg

A/R) −→ R

は有限平坦 R代数のトレースとなることが知られる. これにより,

EKΓ : R[D]0,Γ ↪→ Hg−1(U,Γ; P̂ ⊗OA Ωg
A/R)

という射が取れる. この像が Einsenstein-Kronecker類というものである. ここで特に重要なのは f[c] ∈ R[D]0,Γf

の像である次の類である.

EKΓ(f[c]) ∈ Hg−1(U,Γ; P̂ ⊗OA Ωg
A/R)

　このコホモロジー類と高次 Eisenstein数との関係を記述するには, Mazur-Messingによる普遍ベクトル拡張
(Universal Vectorial Extension)の理論とモーメント写像を概説する必要がある.

3.2. 普遍ベクトル拡張. 　ここでは, Laumon[Lau96]による解説を基にして, 普遍ベクトル拡張の理論を概説す
る. A/R上の可逆層 Lで可積分な接続∇ : L −→ L⊗OA Ω1

A/Rを備えたもの (L,∇)のうち, Rigidifiedかつ定理
of Squareを満たすという 2つの性質に関する普遍性を満たすものが A/R の普遍ベクトル拡張である.

以下, (L,∇)に関するこれら 2つの性質を説明する.

定義 3.6. A/R 上の可逆層 Lが rigidifiedであるとは, 次の性質を満たすこととする. e∗L ' Spec(R)を e:単位
切断に対して満たすこととする.

定義 3.7. A/R上の可逆層 Lが Theorem of Squareを満たすとは, m : A×R A −→ A: 乗法, i = 1, 2に対して,

pi : A×R A −→ A:第 i射影とする. D2(L) := m∗L ⊗ (p∗1L)−1 ⊗ (p∗2L)−1 ⊗ (π × π)∗e∗Lは A×R A上の可逆
層で

e(R)×A ∪A× e(R)

上で自明な可逆層になるが, この自明化が
D2(L) ' OA×RA

に延長されること.

この A/R 上の可逆層 Lが Theorem of Squareを満たす時, 必然的に次の性質が満たされる ([Lau96]参照).

補題 3.8. D2(L)上に誘導される接続は, d : OA×RA −→ Ω1
A×RA/R という外微分と一致する.
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同様のことは, 局所 Noether的スキーム S 上のアーベルスキームでも定義できる. そこで, 次の R上の局所
Noether的スキームの圏から, アーベル群の圏への関手 Pic♮(A/R)を定義する.

S 7→ {(L,∇) | A/S 上の可逆層とその可積分な接続のペアで, Rigidifiedかつ Theorem of Squareを満たす}/ '

この関手は, R上の相対次元 2g の局所 Noether的スキーム A♮
/R で表現可能である. すると, 米田の補題から,

A×R A♮
/R 上には普遍的な直線束と可積分な接続のペア, (P ♮,∇♮)が存在する. このスキーム A♮

/R は Aの普遍
ベクトル拡張と呼ばれ, 次の普遍的な拡張が存在する.

0 −→ Γ(A,Ω1
A/R) −→ Pic♮(A/R) −→ Pic0(A.R) −→ 0

これは, アーベル群の完全列である. 最初の準同型は, ω 7→ (OA.d + ω)であり, 次の準同型は (L,∇) 7→ Lで与
えられる. Mazur-Messingにより, これは次のような R上の fppf サイトにおけるアーベル層の完全列に拡張で
きることが知られている.

0 −→ V (e∗TA/R) −→ A♮ p−→ A
′
−→ 0.

ここで, V (e∗TA/R) は, 局所自由 R 加群 e∗TA/R に関するベクトル束. この完全列に対して, Lie(∗/R) :=

Hom(π∗Ω∗/R, R)をとることで, Hodge-de-Rhamの短完全系列と可換になる.

0 −−−−→ ωA/R := π∗Ω
1
A/R −−−−→ Lie(A♮/R) −−−−→ Lie(A′

/R) −−−−→ 0y ≃
y y

0 −−−−→ ωA/R −−−−→ H1
dR(A/R) −−−−→ Lie(A′

/R) −−−−→ 0

普遍直線束 P ♮ について, P と同様に, 構造射 π♮ : A♮ −→ Spec(R)で

A×R A♮ id×π♮

−→ A

の単位切断に沿った完備化 P̂ ♮が取れる. このような P̂ ♮を x ∈ A[f](R)で引き戻した x∗P̂ ♮にはモーメント写像
momx が伴う. このモーメント写像について [KS24]を基に概説する.

3.3. モーメント写像. A♮
/R の単位切断

e : Spec(R) −→ A♮

は, 正則閉埋め込みであり, 対応するイデアル層 Iとする. この時, OA♮ の Iによる完備化OÂ♮ として, 次が成立.

I/I2 ' ωA♮/R ' Hom(H1
dR(A/R), R) =: H.

したがって, OÂ♮ = lim←−
n

OA♮/In+1 =: lim←−
n

OA♮,(n) となるように O♮,(n)
A := OA♮/In+1 と定めれば,

0 −→ In/In+1 −→ OA♮,(n) −→ OA♮,(n−1) −→ 0

という短完全列が取れ, n = 1の場合に次を得る.

0 −→ H −→ OA♮,(1) −→ R −→ 0.

この OA♮,(1) は R加群であり, 上記の短完全列は分裂短完全列, すなわち OA♮,(1) ' H ⊕ Rを得る. 乗法 m♮ :

A♮ ×R A♮ −→ A♮ が誘導する
(m♮)∗ : OA♮(n+m) −→ OA♮(n) ⊗R OA♮(m)

を繰り返し用いる. するとm♮ の可換性から次が得られる.

OA♮,(n) −→ TSymn
R(OA♮,(1)),

ここで TSym∗
R は R上の加群の対称テンソルがなす R代数9である. O♮,(1)

A ' H⊕Rという分裂により,

TSymn
R(OA♮,(1)) '

n⊕
a=0

TSyma
R(H)

9対称テンソル代数 SymR とは異なることに注意する. Appendix Aを参照
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が与えられる (本稿のAppendix Aを参照). したがって, これら 2つのR加群の準同型を合成することで次のR

加群の準同型を得る.

mom(n) : OA♮,(n) −→
n⊕

a=0

TSyma
R(H).

この右辺は, オーギュメンテーションイデアルによる極大イデアルを持つ環構造が入る. そこで, 片々完備化す
ることで

mom : OÂ♮ −→ T̂Sym∗
R(H)

が定義される. このような射はより一般的に R上滑らかな可換群スキームに対して定義できることに注意する.

1つ, 重要な補題を用意する.

補題 3.9 ([KS24, Corollary 2.9]). x ∈ A[f](R)による P̂ ♮ の引き戻し x∗P̂ ♮ は

ρx : x∗P̂ ♮ ' OÂ♮

という同型を持つ. ここで, fは plと互いに素な OK の整イデアルであったことに注意する.

この同型と, momを合成することで, 次のようにモーメント写像を定義する.

定義 3.10.

mom ◦ ρx =: momx : x∗P̂ ♮ −→ T̂Sym∗
R(H).

として, momx という射を定義する.

モーメント写像,

mom : OÂ♮ −→ T̂Sym∗
R(H)

の構成と同様にして, R上滑らかな分離的可換群スキーム G/R に対して, その単位切断に沿った完備化 Ĝ/R と
して

mom : OĜ −→ T̂Sym∗
R(ωĜ/R)

が定まる. ここで ωĜ/R := π∗Ω
1
Ĝ/R

とし, π : G −→ Spec(R)を構造射とした.

3.4. Ĝa

g の場合. 具体的に, Ĝa

g

/R という形式的群スキームのモーメント写像を計算する.

補題 3.11. Ĝa

g

/R のモーメント写像は次のように記述される.

mom : R[[x1, . . . , xg]] −→
∞∏
k=0

TSymk
R(Rdx1 + . . .+Rdxg) ⊂

∏
0≤a1,...,ag

{i1,...,ig}={1,...,g}

Rdx
[a1]
i1

. . . dx
[ag ]
ig

F 7→ ((
∂

∂xi1
)a1 · · · ( ∂

∂xig
)agF |(x1,...,xg)=(0,...,0)dx

[a1]
i1

. . . dx
[ag ]
ig

)

ここで, 一般に R加群M に対してm ∈M でm[n] := m⊗ · · · ⊗m ∈M⊗n と定義していた.

証明. 一般の場合も同様であるので g = 1の場合について補題を示す.

Ĝa に対して, 単位元周りの局所パラメータ tとしたときに Ĝa の余積は

R[[t]] −→ R[[t]]⊗R R[[t]]; t 7→ t⊗ 1 + 1⊗ t

である. 従って, 余積の合成から誘導される

O
Ĝa

(n) −→ TSymn
R(OĜa

(1))

は, 次の R代数の準同型によって与えられる.

R[[t]]/(tn+1) −→ R[[t]]/(t2)⊗R . . .⊗R R[[t]]/(t
2); tm 7→ (t1 + · · ·+ tn)

m,

ここで ti := 1⊗ · · · ⊗ t⊗ · · · ⊗ 1を i番目の成分のみ tで, それ以外 1となる元.
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モーメント写像は, この R代数の準同型に次の R加群の同型を合成することで得られる. すなわち R加群の
同型 R[[t]]/(t2) ' R⊕Rdtから得られる R加群の準同型

TSymn
R(R[[t]]/(t

2)) '
n⊕

a=0

TSyma
R(Rdt) =

n⊕
a=0

Rdt[a]

を合成する. この右側の同型はシャッフル積により与えられていたことを思い出す (本稿のAppendix Aを参照).

従って, モーメント写像は R加群の準同型

R[[t]]/(tn+1) −→ TSymn
R(R[[t]]/(t

2)) '
n⊕

a=0

Rdt[n]

で与えられ, この準同型は, 各 0 ≤ m ≤ nについて

tm 7→ (t1 + . . .+ tn)
m =

∑
1≤i1,...,im≤n

a ̸= b に対し ia ̸=ib

ti1 · · · tim 7→ m!dt[m]

で定義される. ここで,m!dt[m] ∈ TSymm
R (Rdt) ⊂

⊕n
a=0 TSym

a(Rdt)のシャッフル積によるTSymn
R(R[[t]]/(t

2)) '
TSymn

R(R⊕Rdt)への像が

m! ·
∑

σ∈Sm,n−m

σ · t⊗m =
∑

1≤i1,...,im≤m
a ̸= b に対し ia ̸=ib

ti1 · · · tim

であることを用いた. ただし, Sm,n−m = {σ ∈ Sn | σ(1) < . . . < σ(m), σ(m+ 1) < . . . < σ(n)}. □

また, 次の補題が成立する.

補題 3.12. G/R を R上の相対次元 dの滑らかな可換群スキームとして, Ĝを単位切断に沿った形式化とする.

M 上の形式対数による形式群の同型
logG : Ĝ −→ Ĝd

a

が与えられるとき, 次の図式が可換である.

OĜ/R

momĜ/R−−−−−−→ T̂Sym
∗
R(ωĜ/M )

(log−1
G )∗

y (logG)∗
x

OĜd
a/M

momGd
a/M−−−−−−→ T̂Sym∗

R(ωĜd
a/M

)

証明. 図式の一番左上部分をOĜ/M として示せば十分である. 第一に, A♮,(n)と同様にしてG(n), (Gd
a)

(n)を定義
する. すると, それぞれの余積と形式対数の可換性により次の図式が可換となる.

OG(n)
mG−−−−→ OG(n−1) ⊗M OG(1)

(log−1
G )∗

y (logG)∗
x

O(Gd
a)

n

mGd
a−−−−→ O(Gd

a)
(n−1) ⊗M O(Gd

a)
(1)

従って, 次の図式が可換となる.

OĜ −−−−→ T̂Sym
∗
R(OG(1))

(log−1
G )∗

y (logG)∗
x

OĜd
a

−−−−→ T̂Sym∗
R(O(Gd

a)
(1))

さて, logG は単位切断と可換であるので, 次の図式も可換となり, モーメント写像の定義から補題を得る.

0 −−−−→ ωG/M −−−−→ OG(1) −−−−→ M −−−−→ 0

(logG)∗
x (logG)∗

x id

x
0 −−−−→ ωGd

a/M
−−−−→ O(Gd

a)
(1) −−−−→ M −−−−→ 0

□
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3.5. 高次のEisenstein数とEisenstein-Kronecker類の関係. 　この節では, [KS24]によって示された, Eisenstein-

Kronecker類と高次の Eisenstein数の関係を記述する.

Kronecker-Eisenstein類 EKΓ(f[c]) ∈ Hg−1(U,Γ; P̂ ⊗R Ωg
A/R)を id× p : A×R A♮ −→ A×R A

′ で引き戻す
と, 次のような同変コホモロジー類が与えられる.

EK♮
Γ(f[c]) := p∗(EKΓ(f[c])) ∈ Hg−1(U,Γ; P̂ ♮ ⊗R Ωg

A/R),

ここで Poincare層の普遍性により P ♮ ' p∗P が成立していることに注意する. さらに 3.2節で与えた P ♮の普遍
的な可積分接続∇♮ : P ♮ −→ P ♮ ⊗OA×RA♮

Ω1
A×RA♮/A♮ により, P̂ ♮ には可積分な接続

P̂ ♮ −→ P̂ ♮ ⊗OA Ω1
A/R

が誘導される. 簡単のため, この可積分な接続を∇♮ と再定義する.

∇♮ を繰り返し用いることで

(∇♮)aEK♮
Γ(f[c]) ∈ H

g−1(U,Γ; P̂ ♮ ⊗R TSyma
R(Ω

1
A/R)⊗R Ωg

A/R) (10)

が構成できる.

以下, この節では fを pl と互いに素な OK の整イデアルとし, 0 6= x ∈ A[f](R)を固定する. 更に Γとして
Γf = {x ∈ O×

K | x ≡ 1 mod f}をとり議論する. OK ' EndR(A)を用いて, Γf ⊂ Aut(A/R)である.

特に, x ∈ A[f](R)には Γf が自明に作用する. Γf 同変コホモロジー類 (10)を x : Spec(R) −→ U = A−Dで
引き戻すことで次を定義する.

x∗(∇♮)aEK♮
Γf
(f[c]) ∈ Hg−1(Γf;x

∗P̂ ♮ ⊗R TSyma
R(ωA/R)⊗R ω

g
A/R).

このコホモロジー類は R 係数の Γf 加群に関する群コホモロジー類である. 最後に, モーメント写像 momx :

x∗P̂ ♮ −→ T̂Sym∗
R(H)と射影 πb : TSym

∗
R(H) −→ TSymb

R(H)を合成した

πb ◦momx : x∗P̂ ♮ −→ TSymb
R(H)

による押し出しにより, 次のコホモロジー類が得られる.

EKb,a
Γf

(f[c], x) := (πb ◦momx)∗(x
∗(∇♮)aEK♮

Γf
(f[c])) ∈ Hg−1(Γf; TSym

b
R(H)⊗R TSyma

R(ωA/R)⊗R ω
g
A/R).

Hodge短完全列での R加群としての全射

p : H1
dR(A/R) −→ Lie(A

′
/R)

は分裂するので, 分裂射 Lie(A′
/R) −→ H1

dR(A/R)に HomR(∗, R)を作用させることで

H = HomR(H
1
dR(A/R), R)→ ωA′/R

が定まる. そこで, この射がコホモロジーに引き起こす写像によるEKb,a
Γf

(f[c], x) ∈ Hg−1(Γf,TSym
a
R(ωA/R)⊗R

TSymb
R(H)⊗R ω

g
A/R)の像を再度

EKb,a
Γf

(f[c], x) ∈ Hg−1(Γf,TSym
a
R(ωA/R)⊗R TSymb

R(ωA′/R)⊗R ω
g
A/R)

と定義する. さらに, 次の補題が成立する.

補題 3.13 ([KS24] Corollary 1.14). R加群 TSyma
R(ωA/R)⊗R TSymb

R(ωA′/R)⊗R ω
g
A/Rの Γf不変な部分 R加

群は次のように記述される.

(TSyma
R(ωA/R)⊗RTSym

b
R(ωA′/R)⊗Rω

g
A/R)

Γf '
⊕

(β,α+1)∈Crit(Γf),
|α|=

∑
σ ασ=a,|β|=

∑
σ βσ=b

TSymα
R(ωA/R)⊗RTSym

β
R(ωA′/R)⊗Rω

g
A/R
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この各Γf不変な直和成分に関するΓfの群コホモロジーに関して，R加群TSymα+1(ωA/R)⊗RTSymβ(ωA′/R)

への次のような準同型を定義する.

Hg−1(Γf,TSym
α
R(ωA/R)⊗R TSymβ(ωA′/R)⊗R ω

g
A/R)

' (Hg−1(Γf,Z)⊗R ω
g
A/R)⊗R TSymα

R(ωA/R)⊗R TSymβ
R(ωA′/R)

−→ TSymα+1
R (ωA/R)⊗R TSymβ

R(ωA′/R) (11)

ここで,最後の準同型はΓ
′

f ⊂ Γfという指数有限自由部分群を1つ固定し,制限写像Hg−1(Γf,Z) −→ Hg−1(Γ
′

f,Z) '
Zによって定義した.

さて,

EKb,a
Γf

(f[c], x) ∈ Hg−1(Γf,TSym
a
R(ωA/R)⊗R TSymb

R(ωA′/R)⊗ ω
g
A/R)

について, TSyma
R(ωA/R)⊗R TSymb

R(ωA′/R)⊗R ω
g
A/R は局所自由 R加群で射影的なので, その Γf 不変部分 R

加群への射影をとることができる. 補題 3.13により, 特に (β, α + 1) ∈ Crit(Γf)に対して次の準同型が定義で
きる.

Hg−1(Γf,TSym
a
R(ωA/R)⊗RTSymb

R(ωA′/R)⊗ω
g
A/R) −→ Hg−1(Γf,TSym

α
R(ωA/R)⊗RTSymβ

R(ωA′/R)⊗ω
g
A/R).

さらに, Γ
′

f ⊂ Γf を固定することで与えた準同型 (11), すなわち

Hg−1(Γf,TSym
α
R(ωA/R)⊗R TSymβ

R(ωA′/R)⊗ ω
g
A/R) −→ TSymα+1

R (ωA/R)⊗R TSymβ
R(ωA′/R)

を合成することで, EKb,a
Γf

(f[c], x)の TSymα+1
R (ωA/R) ⊗R TSymβ

R(ωA′/R) ' Rを定義できる. この写像による
Rにおける像を EKβ,α

Γf
(f[c], x)と記述することにする.

この最後の同型 TSymα+1
R (ωA/R)⊗R TSymβ

R(ωA′/R) ' R は ω(A) = (ω1, ω2, . . . , ωg)という ωA/R 上の大域的
な微分形式の基底と, ωA′/R の微分形式の基底 ω(A′

)10で定まる同型とした.

EKβ,α
Γ (f[c], x)は Γ

′

f の取り方に依存しない元であることが示される ([KS24]p.23を参照).

このようにしてコホモロジー類より定義された EKβ,α
Γf

(f[c], x) ∈ Rについて次が成立する.

定理 3.14 ([KS24, Corollary 3.28]). EKβ,α
Γf

(f[c], x)は, 解析的に定義した高次の Eisenstein数 (7)と一致する.

このように高次の Eisenstein数をコホモロジー類から構成する手法により, 高次 Eisenstein数を特殊値に持
つような形式函数をコホモロジー類から構成することができる.

3.6. 高次の Eisenstein数の形式化. この節では高次の Eisenstein数を特殊値に持つ l進形式函数を構成する.

cを plと互いに素なOK の整イデアルとし, O×
K の指数有限部分群 Γ ⊂ O×

K とする. D := A[c]は Γの作用で
安定である. この時 U = A−Dとして Eisenstein-Kronecker類 EKΓ(f[c]) ∈ Hg−1(U,Γ; P̂ ⊗Ωg

A/R)をとる. こ
の節では, 0 6= x ∈ Ators(OCl

)を次を満たすような元とする.

• xの条件
あるアーベルスキーム B/R と R上の同種写像 φ : A −→ B で, その双対 φ

′ が R上エタールなものが存在し,

x ∈ Ker(φ).

Âx/R で A/R の x : Spec(R) −→ Aに沿った完備化とする. これは, アファイン形式的スキームである. する
と, EKΓ(f[c])の Âx への制限は次のようになる.

EKΓ(f[c])|Âx
∈ Hg−1(Âx,Γ : P̂ ⊗OA Ωg

A/R|Âx
) ' Hg−1(Γ,H0(Âx, P̂ ⊗OA Ωg

A/R|Âx
))

この 2番目の同型は, E2 スペクトル系列

Hp(Γ,Hq(Âx, P̂ ⊗ Ωg
A/R|Âx

))⇒ Hp+q(Âx,Γ; P̂ ⊗ Ωg
A/R|Âx

)

10[KS24]Definition 1.15にあるように, これらは偏極構造と compatibleである必要はない
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の存在と ÂxがアファインであるということからHq(Âx, P̂ ⊗Ωg
A/R|Âx

) = 0, q ≥ 1が成立することにより従う.

この群コホモロジー類を, xによる平行移動 Tx : A −→ Aで引き戻すことで,

T ∗
x (EKΓ(f[c])|Âx

) ∈ Hg−1(Γ,H0(Â, T ∗
x P̂ ⊗ Ωg

A/R|Â))

が取れる. R ↪→ OCl
で OCl

に基底変換する. この時, 次の分裂補題と呼ばれる重要な補題が成立する.

補題 3.15 ([KS24, Lemma 5.12, Proposition 5.9]). 0 6= x ∈ Ators を先に定めたような等分点とする.この時

ρ̂x : T ∗
x P̂ |Â ' O ̂A×OCl

A′

という Â上の加群の層の同型が存在する.

この補題から,

ρ̂x(T
∗
x (EKΓ(f[c])|Âx

)) ∈ Hg−1(Γ,H0(Â,O
Â×RA′ ⊗R Ωg

A/R|Â))

が構成される.

ここで, Γ
′ ⊂ Γという指数有限自由部分群を固定し, ξ ∈ Hg−1(Γ,Z)を,制限写像Hg−1(Γ,Z) −→ Hg−1(Γ

′
,Z) '

Zによる ξの Zへの像が Zの生成元になるようにとる. この時, 群コホモロジーのカップ積 ξ∩をとれば,

θΓ(f[c], x) := ξ∩ ρ̂x(T ∗
x (EKΓ(f[c])|Âx

)) ∈ H0( ̂A×OCl
A′ ,O ̂A×OCl

A′⊗ωg
A/OCl

|Â)
Γ ⊂ H0( ̂A×OCl

A′ ,O ̂A×OCl
A′ )

が定義される. 最後の包含は, ω(A)が定める ωg
A/OCl

' OCl
を用いた11. この ̂A×OCl

A′ 上の形式函数 θΓ(f[c], x)

を l進テータ函数とよぶ. l進テータ函数は, Γ
′ や ξの取り方によらない ([KS24]Lemma 5.15を参照). さらに,

θΓ(f[c], x) ∈ H0(Â ×OCl
Â′ ,O

Â×OCl
Â′ ⊗ ωg

A/OCl
)Γ ↪→ (TSym∗(ωA/OCl

)⊗ TSym∗(ωA′/OCl
)⊗ TSym1(ωA/OCl

))Γ

'
⊕

(β,α+1)∈Crit(Γ)

TSymα+1(ωA/OCl
)⊗OCl

TSymβ(ωA′/OCl
)

(12)

という自然な包含関係が成立する. ここで、1つ目の包含射はモーメント写像による包含である. また 2つ目の
同型は補題 3.13による.

以降では, t = (t1, . . . , tg), t
′
= (t

′

1, . . . , t
′

g)として, (t, t
′
)がA×RA

′ の単位切断周りにおける次のような局所
パラメータ系をなすものとする.

定義 3.16. 補題 2.13で ωA, ωA′ に対して与えられる局所パラメータ系をそれぞれ, t, t
′ とする. 単位切断の基

底変換A −→ A×R A
′
, A′ −→ A×R A

′ で, t, t
′ から定まるA×R A

′ における単位切断周りの局所パラメータ
系を改めて (t, t

′
)として定義する.

さて, l進テータ函数に関して, 次のような重要な関係式が成立する.

命題 3.17. 0 6= x ∈ A[f](R)とする. また, Γとして Γfをとる. (β, α+1) ∈ Crit(Γf)であるとき, 次が成立する.

∂̂
[α]
A ∂̂

[β]

A′ θΓf
(f[c], x)(t, t

′
)|t=0,t′=0 = EKβ,α

Γf
(f[c], x).

証明. 平行移動不変な微分作用素 ∂̂
[α]
A ∂̂

[β]

A′ に関して, モーメント写像との次のような関係が成立する.

補題 3.18. mom : Γ( ̂A×R A′ ,O
Â×RA′ ) −→ TSym∗

R(ωA×RA′/R)は, 次で記述される.

f 7→ (∂̂
[α]
A ∂̂

[β]

A′ f(t, t
′
)|t=0,t′=0 · ω̂

[α]
A ω̂

[β]

A′ )α,β ,

ここで ω̂
[α]
A := ω̂1

α1 · · · ω̂g
αg (ω̂A′ も同様 )として定めた.

11この最後の包含の部分は [KS24]の構成とは少し異なるようにしてある. このようにするのは, 本稿では, p進 L函数の
構成を目標としておらず, 高次の Eisenstein数を補完する形式函数構成の上では, この定義の方が都合がいいからである．
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補題の証明. momA×RA′ , momG2g
a
をそれぞれ, A ×R A

′
, G2g

a に対して定めたモーメント写像とする. この時,

M 上の ω(A), ω(A′
)により定まる形式対数を以下のように定める.

log := log
Â×M Â′ : ̂A×M A′ ' Ĝ2g

a .

この時, モーメント写像の補題 3.12から次の可換図式が成立する.

R[[t, t
′
]]

momA×RA′

−−−−−−−−→ T̂Sym∗
R(ωA×MA′ /R)

(log−1)∗
y (log)∗

x
M [[t, t

′
]]

mom
G2g
a /M−−−−−−−→ T̂Sym∗

R(ωG2g
a /M )

momG2g
a /M の, 平行移動不変な微分形式 dt1, . . . , dtg, dt

′

1, . . . , dt
′

g に対する記述として, 平行移動不変な微分作
用素を用いて与えられることは補題 3.11で示した.

したがって, 上記の可換図式から同様のことがmomA×RA′ に対して成立するのは確かに良い. □

この, momと α, β 成分への射影の合成をmomα,β と記述する. 以下, (β, α + 1) ∈ Crit(Γf), 0 6= x ∈ A[f](R)
の時に

momα,β(θΓf
(f[c], x)) = EKβ,α

Γf
(f[c], x)ω̂A

[α+1]
ω̂A′

[β]

を示す. ξ ∈ Hg−1(Γf,Z) を, 指数有限自由部分群 Γ
′ ⊂ Γf のホモロジーへの制限写像 Hg−1(Γf,Z) −→

Hg−1(Γ
′
,Z) ' Zによる ξの像が Zの生成元であるようなものとする.

momα,β(θΓf
(f[c], x)) = mom0,β(∂̂[α](ξ ∩ ρ̂x(T ∗

x (EKΓf
(f[c])|Âx)

))ω̂
[α+1]
A ) (13)

= ξ ∩ (momβ ◦ ρx)∗x∗(∇♮)[α]EK♮
Γf
(f[c])) (14)

= EKβ,α
Γf

(f[c], x)ω̂
[α+1]
A ω̂

[β]

A′ (15)

ここで, momβ は, モーメント写像とRω
[β]

A′ 成分への射影の合成によって得られる射である. また, この 2行目の
等式 (14)では, ∇と ∂̂ の compatibilityである, [KS24]の補題 5.14が用いられている. □

この命題の系として, 自然な包含 (12)により次が成立する.

系 3.19. O×
Kの指数有限部分群Γと, 本節冒頭の条件を満たす 0 6= x ∈ Ators(OCl

)を考える. (β, α) ∈ ZΣK

≥0 ×Z
ΣK

≥0

が (β, α+ 1) 6∈ Crit(Γ)であれば, 次の等式が成立する.

∂̂
[α]
A ∂̂

[β]

A′ θΓ(f[c], x)(t, t
′
)|t=0,t′=0 = 0.

そこで, O×
K の指数有限部分群 Γと本節冒頭の仮定を満たす x ∈ Ators, 及び β ∈ ZΣK

≥0 に対してOCl
係数形式

べき級数
Fx,β,f[c](t : Γ) := ∂̂

[β]

A′ θΓ(f[c], x)(t, t
′
)|t′=0

を定義する. この形式函数より, 高次 Eisenstein 数を特殊値に持つ形式函数を構成する. 各 σ ∈ ΣK に対し,

λσ := (ιl ◦ σ)−1(mCl
) ∩ OK によりK における素イデアルを定め, L :=

∏
σ∈ΣK

λσ としていたことを思い出す.

これは A[ln]/R の連結成分 A[Ln]/R を与えていた. 以下では, A[Ln]/R を単に A[Ln]を記述する.

命題 3.20. f を OK のイデアルで pl と互いに素であるものとする. (β, α + 1) ∈ Crit(Γf) とする. また,

0 6= x ∈ A[f](R)を固定する. 任意の tn ∈ A[Ln](OCl
), n ≥ 1に対して,

∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)|t=tn = EKβ,α

Γf
(f[c], x+ tn)

が成立する. ただし, 右辺の高次の Eisenstein数は解析的に定義されるものを用いている.

証明. 重要なのは, 次の補題である.
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補題 3.21 ([KS24, Lemma 5.14(3), Theorem 5.23]). O×
K の指数有限部分群 Γ と本節冒頭の仮定を満たす

0 6= x ∈ Ators(OCl
)を固定する. tn ∈ A[Ln](OCl

)に対して, 次の等式が成り立つ.

T ∗
tnθΓ(f[c], x)(t, t

′
) = θΓ(f[c], x+ tn)(t, t

′
).

Γf の部分群 ΓfLn ⊂ Γf をとる. この時, ΓfLn は x+ tn を固定する. すると, 次の等式が成立する.

T ∗
tn ∂̂A

[α]
Fx,β,f[c](t : ΓfLn)|t=0 = ∂̂A

[α]
∂̂A′

[β]
θΓfLn (x+ tn, f[c])|t=0 = EKΓfLn (f[c], x+ tn)

初めの等式は, 補題 3.21と, ∂̂A, ∂̂A′ の平行移動不変性から従う. 2つ目の等式では, 補題 3.17を用いた.

そこで, 命題を証明するには, ΓfLn を Γfと取り換えても, 上記の等式が成立することを示せばよい. そこで次
が成立することを用いる.

補題 3.22 ([KS24, Corollary 2.29, Lemma 5.17]). (β, α + 1) ∈ Crit(Γf)とする. 上記のような ΓfLn ⊂ Γf に対
して, 0 6= x ∈ A[fLn](OCl

)とすると次の等式が成立する.

θΓf
(f[c], x) = [Γf : ΓfLn ]−1θΓfLn (f[c], x), EK

β,α
Γf

(f[c], x) = [Γf : ΓfLn ]−1EKβ,α
ΓfLn

(f[c], x)

証明. EKβ,α
Γf
に対しては, 解析的表示から直ちに従う. l進テータに関しては, [KS24]の補題 5.17を参照. □

すでに得た等式, T ∗
tn ∂̂A

[α]
Fx,β,f[c](t : ΓfLn)|t=0 = EKΓfLn (f[c], x+ tn)と, 補題 3.22により,

T ∗
tn ∂̂A

[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)|t=0 = EKΓf

(f[c], x+ tn)

が成立することは確かに良い. □

0 6= x ∈ A[f](R)として構成された形式函数 ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)はア・プリオリには OCl

[[t]]に含まれるが,

係数は実はM に含まれていることを示す.

命題 3.23. ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf) ∈M [[t]]が成立する.

証明. まず, 定義から EKβ,α
Γf

(f[c], x) ∈ R ⊂M が成立する. したがって, 任意の α
′ ∈ ZΣ

≥0に対して, 次の性質が
従う.

∂̂A
[α

′
]
(∂̂A

[α]
Fx,β,f[c](t : Γf))|t=0 ∈M.

実際, (β, α + α
′
+ 1) ∈ Crit(Γf)の時は補題 3.17により, 左辺は Eisenstein数でM の元となる. そうでなけれ

ば, Corollary3.19により, この数は 0. したがって, 上記の性質は確かに成立する.

この性質と次の補題を用いればよい.

補題 3.24. f ∈ Cl[[t]]を任意とし, M ⊂ S ⊂ Cl を代数体とする. この時

∂̂
[α]
A f(t)|t=0 ∈ S

が任意の α ∈ ZΣK

≥0 で成立すれば, f ∈ S[[t]].

補題の証明. M 上の形式リー群の同型 logÂ : Â ' Ĝg
a をとる. F (t) := f(logÂ(t))をとれば, D[α] の定義より,

F (t) ∈ S[[t]]となる. したがって, logÂ(t) ∈M [[t]] ⊂ S[[t]]であることを踏まえて, f(t) ∈ S[[t]]を得る. □

この補題を, ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)に用いれば命題を得る. □

この形式函数 ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)は, 命題 3.20と Eisenstein数の定義により, 次を満たす.

∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)|t=0 = EKβ,α

Γf
(f[c], x) ∈ R.

ここで, 固定した埋め込み ιl : Q ↪→ Cl によって与えられるM における l上の素点 vl とし, R = OM,(vl)として
いた.

Eisenstein数のコホモロジー類としての構成や, 解析的な表示は Rを OM,(vp) に置き換えても同様になされ
る. ここで vp は ιp が定めるM での素点. したがって, Eisenstein数は OM,(vp) の元である.
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v
(n)
p を ιpが定めるM(A[Ln])上の素点とする. xをx+tn ∈ A[fLn](OCl

)に取り換え, OM,(vp)をOM(A[Ln]),(v
(n)
p )

に取り換えて同じ議論をすることで,

[Γf : ΓfLn ]EKβ,α
Γf

(f[c], x+ tn) ∈ OM(A[Ln]),(v
(n)
p )

が成立する. ここで, 簡単な計算から
[Γf : ΓfLn ] = |(OK/L

n)×|

である. 従って, 命題 3.20により各多重指数 αに対する Â/OCl
上の l進形式函数 ∂̂A

[α]
Fx,β,f[c](t : Γf)が与える,

∂̂A
[α]
Fx,β,f[c] : A[L

∞](OCl
) −→ Cl; tn 7→ ∂̂A

[α]
Fx,β,f[c](tn : Γf)

は ιl(M(A[L∞]))に像を持ち, さらにM(A[L∞])において, この像全体は p進的に有界であることがわかる. 以
上のことは次に要約される.

命題 3.25. 0 6= x ∈ A[f](R)とする. この時, 次の 2つのことが成り立つ.

1. ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](t : Γf) ∈ Cl[[t]]は, R = OM,(vl) 係数形式べき級数である.

2. ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c] : A[L∞](OCl

) −→ Cl; tn 7→ ∂̂A
[α]
Fx,β,f[c](tn : Γf) の像は, ιl(ι

−1
p J)に含まれ, さらに J に

おいて p進的に有界である. ここで, J =Mvp(A[l
∞])は第 1節で定義した体である.

注意 3.26. R̂を局所環 Rの完備化とする. この f ∈ R[[t]] ⊂ R̂[[t]]が定める

f : A[L∞](OCl
) −→ Cl

の意味をより正確に述べる. Tate[Tate67]の意味での連結な l可除群 {A[Ln]/R̂}n に付随する形式群と, Â/R̂ は
一致する. R̂は完備 Noether局所環であることに注意する. この時, Tate[Tate67]は次のことを示した.

lim←−
n

Γ(A[Ln],OA[Ln]/R̂) ' Γ(ÂR̂,OÂ).

この右辺は R̂[[t]]と同型であり, これから, f ∈ R̂[[t]]は, 任意の n ≥ 1に対して

f : A[Ln](OCl
) −→ Cl

を定める. したがって, これらは f : A[L∞](OCl
) −→ Cl を定める.

4. 楕円曲線の場合

これまで考察してきたアーベル多様体 A/M の次元が 1である場合, すなわち楕円曲線 E/M に対して考察す
る. この場合, Bannai-Furusho-Kobayashi[BKF15]によって得られた結果から, 命題 3.25の形式函数が比較的明
示的に記述することができることを示す.

4.1. Eisenstein数の明示公式. 以下では, K を類数 1の虚二次体とし, fを plと互いに素な OK のイデアルで
wf = |{e ∈ O×

K | e ≡ 1 mod f}| = 1を満たすとする, また, 素数 p 6= lについて p ≥ 5. l ≥ 7を仮定して議論
する.

また, λを ιl により定まるK ⊂ Qでの素イデアル λ := OK ∩ ι−1
l (mCl

) とする. ここで, mCl
は OCl

の極大
イデアルとした.

初めに, 以下では E/M をK の整数環に CMを持つ楕円曲線とする. E のWeierstrass座標表示に関して, K

の類数が 1であることと l ≥ 7であることにより, 次を仮定することができる.

補題 4.1. E はK を定義体に持つ楕円曲線. また, OK,(λ) 上のWeierstrass極小モデルがとれ,

y2 = 4x3 − ax− b,

a, b ∈ OK,(λ) というWeierstrass方程式で記述される.
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E の微分形式 ω(E)としては, この表示の Neron微分形式 ωE = −2dx/yをとる. また, この複素周期を Ω∞

とする. さらに, E の双対は E と同型であり, ω(E
′
)としても ωE をとる. ωE と ι∞ : Q ↪→ Cが与える E/K の

周期格子を Λとする. Γf = 1に注意すると, EKβ,α
Γf

(f[c], x)は次のように書き下せる.

補題 4.2. 次が成立する.

EKβ,α
Γf

(f[c], x) = α! · (2πi)β

(Ω∞Ω∞)β
(N(c)Eβ,α+1(x; Λ)− Eβ,α+1(x; c

−1Λ))

この, Ea,b(z; Λ), a ≥ 0, b ≥ 1は古典的な Eisenstein数

Ea,b(z; Λ) =
∑
λ∈Λ

(z + λ)a+b

|z + λ|2s
|s=b.

証明. 非自明な部分は, Hodge短完全列から定まる

〈, 〉 : ωE/C × ωE/C −→ C

の計算であるが, この計算は [KS24]の命題 4.6でなされている. □

この計算から分かるように, 虚二次体の場合は古典的な Eisenstein数が, 本質的に [KS24]の Eisenstein数で
ある.

Bannai-Furusho-Kobayashi[BKF15]は, 古典的な Eisenstein数を形式化し, その形式函数を研究した. その形
式函数と, 構成した形式函数の関係性を記述する.

4.2. Bannai-Furusho-Kobayashiの形式べき級数との比較. 　 Bannai-Furusho-Kobayashiの形式函数を基
にして, K が虚二次体の場合での Fx,β,f[c] の正体を明らかにする.

[BKF15]では, Eisenstein 数の形式化をコホモロジー側からではなく, より解析的立場から与えた. θ(z)を
Robertのテータ函数, すなわち [0E ]という因子に対応する直線束 L([0])の正規化された次のテータ函数とする.

θ(z) := z exp(−e
∗
2z

2

2
)

∏
γ∈Λ−{0}

(1− z

γ
) exp(

z

γ
+

z2

2γ2
).

ここで e∗2 =
∑

γ∈Λ−{0} γ
2/|γ|2s|s=2.

このテータ函数に対して, Kroneckerテータ函数を

Θ(z, w) :=
θ(z)θ(w)

θ(z + w)

とする. この Θ(z, w)は, E × E 上の Poincare直線束に付随する正規化されたテータ函数となる. 特に, あるコ
サイクル条件を満たすような ez0(z, w)が取れて,

Θ(z + z0, w) = ez0(z, w)Θ(z, w),

z0 ∈ Λとなる. ここで,

Θz0(z, w) := ez0(z, w)
−1Θ(z + z0, w),

z0 ∈ Cと定める. さらに, z0 6∈ Λ,

Θz0(z, w) =
∑
b≥0

Fz0,b(z)w
b−1

として Fz0,b(z) ∈ C[[z]]を定義する. 実は, z0 ∈ Etors(Q)に対しては, Fz0,b(z) ∈ Q[[z]]であることが [BK07]で
示されている.

次に, E/OK,(λ)
を補題 4.1で定まる E の OK,(λ) 上の Neronモデルとして, t = −2x/yを局所パラメータとす

る. Ê/OK,(λ)
を単位切断に沿った E/OK,(λ)

の形式化とする.

logÊ : Ê −→ Ĝa

をK 上の形式対数であるとする. すなわち, logÊ(t) ∈ K[[t]]で,

d logÊ(t) = ω̂E , logÊ(t) = t+ higher terms
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となるものとする.

F̂z0,b(t; Λ) := Fz0,b(logÊ(t)) ∈ Cl[[t]]

と定める. この形式べき級数に関して, 次の補完公式が成立する.12

命題 4.3 ([BKF15, Corollary 3.13], [BKT07, Proposition 4.7, Remark 4.8]). 0 6= z0 ∈ E[n]かつ nは λと互い
に素とする. a ≥ 0, b > 0で

b!(
√
dK)b(−1)a+bDaF̂z0,b(t; Λ)|t=tn = a!× (2πi)b

(Ω∞Ω∞)b
Eb,a+1(z0 + zn; Λ).

ここで, λ = (λ)として
ι : Ê [λn](Ql) ' E[λn](C) ' (

1

λn
Λ)/Λ

を固定し, tn 7→ ι(tn) =: zn とした. 更に, この左辺はK(E[2n])[[t]]に含まれており, λ進有界な係数を持つ.

この命題 4.3と, 命題 3.20, 補題 4.2を合わせて次の補題を得る.

補題 4.4. 次の等式が成立する.

Fx,b,f[c](t; Γf) = b!(
√
dK)b(−1)a+b(N(c)F̂x,b(t; Λ)− F̂x,b(t; c

−1Λ)).

このように, 構成された Fx,b,f[c](t; Γf)は, 楕円曲線においては [BKF15]で深く研究されてきた F̂x,b と結び
つく.

Fx,b,f[c] が持つような, 適切な性質を満たす形式函数に付随した p進測度を調べることで, L値の非消滅性を
証明することができる. 次節では, そのような p進測度を調べる.

5. 形式函数に付随する測度

本節では, 素数 l, 及びK が次の条件を満たしているとする.

• l上のK の最大総実部分体K+ における素イデアル lが 1つしかなくK/K+ で l = (λ)(λ)と単項な素
イデアル (λ) ⊂ OK を用いて完全分解する.

この節でも第 1節と同様にして, 次のように記号を定める.

(1) Q上 Galoisで CM体 K を含む代数体M に定義体を持つ単純アーベル多様体 A/M で End(A) ' OK

という同型をもたすものをとる.

(2) M における l上の素点 vl で OM を局所化した R上の A/M に関する Neronモデル A/R と定めること
にする.

(3) A/R の微分形式に関する大域切断の R上の基底 Ω1, . . . ,Ωg および, K の CM型 ΣK を (1)をみたすよ
うに定める.

必要ならば λを取り換えることで, ある σ ∈ ΣK に対し, (λ) = (ιl ◦ σ)−1(mCl
)を満たしているとする.

以下では OK,λ 加群としての同型 δ : Kλ/OK,λ ' A[λ∞](OCl
)を固定する. この右辺を単に A[λ∞]と書くこ

とにする.

初めに, 適切な函数空間 FK0,A を次のように定義する.

定義 5.1. K0 を p上の素点全てで不分岐なK 上の有限次アーベル拡大体とする.

FK0,A := {f ∈ K0[[t1, . . . , tg]] |f は条件 (1), (2)を満たす.}

(1) f は l進有界な係数を持つ. つまり或る十分大きなN が存在し, ιlを介して lNf ∈ OCl
[[t1, . . . , tg]]が成

立する.

12[BKF15]では, 補完公式を Kronecker-Eisenstein数というものを用いて記述されているが, Kronecker-Eisenstein数と
Eisenstein数を結びつける函数等式を使うと, この命題のような補完公式を得る.
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(2) λ0 を ιl により定まる K0 の素点とする. この時, Remark3.26 と同様に f ∈ OK0,λ0 [[t1, . . . , tg]] から
f : A[λ∞] −→ Cl が定まる. この集合論的な射について, ある p進体 k の円分 Zp 拡大体 Jf が取れて
f : A[λ∞] −→ ιl ◦ ι−1

p (OJf
)が成立する.

例 5.2. f ∈ K0(A), すなわち函数体の元で, さらに A(mCl
)に極を持たないとする. ここでmCl

は OCl
の極大

イデアル. Aの原点における局所パラメータ tとし, 函数体の元の tによる展開に関する l進整性から, ([BKT07,

Lemma 4.6]を参照 ) 十分大きなmに関して次が成り立つ.

lmf ∈ OCl
[[t1, . . . , tg]].

実は, fの像に関するp進有界性も証明でき, (これはAppendix Bを参照 )十分大きなn ∈ Zを用いてpnf ∈ FK0,A

である.

この例から, FK0,Aは有理函数の世界より少し広い世界を考えていることがわかる. 以降で用いる加法的指標
を次のように定義する.

定義 5.3. 上記のようなK における l上の素イデアルを λとする. K/Qの共役差積Dとし, D−1の λべき部分
d−1 として固定する. この時, tr : Kλ/OK,λ 7→ Ql;x 7→ trKλ/Ql

(xd−1)として trを定義する.

Sinnot[Sin87]の有理函数に付随する測度に倣って, 形式函数に付随する測度を次のようにして定義する.

定義 5.4. f ∈ FK0,Aという形式函数に付随する測度 α = αf とは, OK,λ上のOJf
値測度であり, 次の等式を満

たすものである.

α̂ : Kλ/OK,λ −→ J ; a/λn 7→
∫
OK,λ

exp(2πitr(
ax

λn
))dα(x)

に対して, f ◦ δ = α̂.

逆に, f ∈ FK0,A が与えられたとき, f に付随する測度 αf を構成することができる.

補題 5.5. f ∈ FK0,Aに対して f に付随する測度 αf が構成でき, f と形式函数に付随する測度 αf は 1対 1に対
応する.

証明. a+ λnOK,λ ⊂ OK,λ, a ∈ OK,λ, n ∈ Z≥0 における特性函数は次のように書ける.

1a+λnOK,λ
=

1

N(λ)n

∑
b∈(1/λn)OK,λ/OK,λ

exp(2πitr(−ab))χb, (16)

但し, χb(y) := exp(2πitr(by)), y ∈ OK,λ とした. この等式 (16)を基にして,

αf (a+ λnOK,λ) :=
1

N(λ)n

∑
b∈OK,λ/λnOK,λ

exp(2πitr(−a b

λn
))f ◦ δ(b/λn)

としてαfを定義すれば, distribution関係式を満たすことが次のようにして示される. a+λnOK,λ =
⊔

b∈OK/λ(a+

λnb+ λn+1OK,λ)という非交和を考える. この時,

αf (a+ λnOK,λ) =
∑

b∈OK/λ

αf (a+ λnb+ λn+1OK,λ)

が成立することを示せばよい. 左辺は,

1

N(λn)

∑
b∈OK/λn

exp(2πitr(
−ab
λn

))f(δ(
b

λn
)) (17)

であり, 右辺は,
1

N(λ)n+1

∑
b∈OK/λ

(
∑

c∈OK/λn+1

exp(2πitr(
−(a+ λnb)c

λn+1
))f(δ(

c

λn+1
))) (18)

である. 今, cが (λ)に含まれていなければ, 上式の bに関する和は次のように計算される.∑
b∈OK,λ/λ

exp(2πitr(− ac

λn+1
− bc

λ
)) = 0
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従って, (17)=(18)が従う. 以上により, αf は確かに distribution関係式を満たしており, OJf
に値を持つ分布と

なることが示された. □

このように定義された形式函数 f に付随する測度 αf のMellin変換

Mαf
(ψ) :=

∫
OK,λ

ψ(a)dαf (a)

(ψ : O×
K,λ −→ O

×
Jf
は位数有限指標), がそこまで豊富な ψでは消えないことを示すことが, この節の目標である.

議論の方針を述べる. このMellin変換が無数の相異なる ψで消えてしまえば, そこから線形関係式が生じる
(5.2節で論じる). そして, これは次の節で示す線形独立性に矛盾してしてしまうのである.

5.1. 線形独立性. この節では, ある線形独立性について議論する. 以降では, Â/R の自己準同型 EndR(Â) =: O
とする. この環は補題 2.7により単項イデアル整域である. 初めに, 最も基本的な線形独立性を示す.

命題 5.6. fi ∈ FK0,A, i = 1, . . . ,mと定め, 各 iに対して

Φi : An[λ∞] −→ Q; (Pj)j 7→
n∑

j=1

αjiPj

という射を定義する. ここで, αji ∈ Oとした. 次を仮定する.

• α · Φi = β · Φj ⇒ α = β = 0, が任意の i 6= j, α, β ∈ Oに対して成立する.

この時, F :=
∑m

i=1 fi ◦ Φi : An[λ∞] −→ Q が F = 0であれば fi ∈ K0 が成立する.

注意 5.7. この命題は, 係数K0 を Q係数に置き換えても正しい. そこで, 係数に関する技術的な議論を避けた
ければ, 本命題の証明は全てK0 = Qとして考えてよい.

証明. まず, 上記の仮定を満たすような fi ∈ FK0,A で, fi が定数でないようなものが取れたとする. この時, 反
例となるような fi ∈

⋃
K0
FK0,A, i = 1, . . . .mのうち, mが最小であるようなものを, 改めて fi, i = 1, . . . ,mと

する. ここで, K0はK 上の pにおいて不分岐な有限次アーベル拡大全体を走るとする. 一般性を失わずに f2は
定数でないとしてよい. 今, 仮定により, 

α11 α12

α21 α22

...
...

αn1 αn2

 ∈Mn×2(M)

は, 階数 2である. したがって, ある β := (βi)i=1,...,n, βi ∈ Oが取れて,

Φ1 ◦ β = 0,Φ2 ◦ β 6= 0

とできる. ここで, β : Â −→ Ân;x 7→ (βix)と考える.

すると, 任意の τ ∈ A[λ∞]に対して,

m∑
i=1

fi ◦ Φi(x⊕̂τ) = fi ◦ Φ1(x) + f2(Φ2(x)⊕̂Φ2(β(τ))) + . . .+ fm(Φm(x)⊕̂Φm(β(τ))) = 0.

したがって, f∗i ∈ FK0(A[λρ]),A (ρ ∈ Zは適切な整数) を f∗i (t) := fi(t)− fi(t⊕̂Φi(β(τ))) として定義すれば,

f∗2 ◦ Φ2 + . . .+ f∗m ◦ Φm = 0 : An[λ∞] −→ Q

が成立する. 今mの最小性により, f∗i ∈ K0(A[λ
ρ]), i = 2, . . . ,mが成立する. 特に, 定数 c ∈ K0(A[λ

ρ])を用い
ることで, 次の等式を得る.

f∗2 (t) = f2(t)− f2(t⊕̂Φ2(β(τ))) = c.

tを t⊕̂Φ2(β(τ))に取り換えても上式は成立し, 以下この取り換えを繰り返して足し上げることで,

f2(t)− f2(t⊕̂β(Mτ)) =Mc
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が任意のM > 0に対して成立する. 特に, τ ∈ An[λ∞]であったので, 十分大きなN に対して lNτ = 0が成立す
る. したがって, lNc = 0であり c = 0が成立する.

今, 仮定より Φ2 ◦ β 6= 0であり, Φ2 ◦ β : A[λ∞] −→ A[λ∞] が全射であることより, τ ∈ A[λ∞]が任意であっ
たことを踏まえて f2 が定数となり, f2 を定数でないとしていたことに反する. □

この基本的な線形独立性を基にして, 次の線形独立性を証明する.

命題 5.8. fi ∈ FK0,A, ci ∈ OK,λ (i = 1, . . . ,m)として, ci が次を満たすとする.

• α, β ∈ Oを任意にとる. αci = βcj , i 6= j が成立すれば α = β = 0が必ず成立する
この時, F :=

∑m
i=1 fi ◦ ci : A[λ∞] −→ Q が F = 0であれば, fi ∈ K0.

命題の証明 5.8. 初めに, M ⊂ OK,λ を c1, . . . , cn を含むような有限生成自由 O 加群であるとする. このよ
うなものは, O が PID であることから構成できる. M の O 加群としての基底を e1, . . . , es とする. また,

e : A[λ∞] −→ As[λ∞];x 7→ (eix)
s
i=1 とする. また,

ci =

s∑
j=1

ejαji

として, αji ∈ Oを定める.

A[λ∞]
e

//

ci ++

As[λ∞]

Φi

��

A[λ∞]

という可換図式が成立するように,

Φi((Pj)j) :=

s∑
j=1

αjiPj

と定義する. まず, eの構成法から,

e : A[λ∞] −→ As[λ∞] ⊂ Âs(OCl
)

の像が形式 Lie群において Zariski稠密であることを示す. もし eの像が Zariski稠密でなければ, 補題 2.11に
より

α1e1 + . . .+ αses = 0

が αi ∈ Oに対して成立する. これは, ei が自由 O加群の基底であったことに反する.

このことより, eの像が Zariski稠密であることが従う. ciに関する仮定から, i 6= jに対して次が成立している.

α ◦ Φi = β ◦ Φj ⇒ αΦi ◦ e = βΦj ◦ e⇒ α = β = 0,

α, β ∈ O. 先の補題 2.10, 命題 5.6と組み合わせて, fi が定数, すなわち fi ∈ K0 を得る. □

最後に, Raynaud[Ray83], MacQuillan[Mc95], Hrushovsky[Hru01]により証明された予想であるManin-Mumford

予想の Serban[Ser20]により示された形式群類似を元手にある種の剛性を記述する. Rを標数 0かつ剰余標数 l

である完備ネータ局所環とする. R上の l可徐形式 Lie群 F/R に関して次の結果が知られている.

定理 5.9 (Serban[Ser20]). F/Rを標数 0で剰余標数 lの完備ネータ局所環上の l可徐形式リー群 F/Rとする. F
の閉部分集合 X/R が, F [l∞]と無限に交叉すれば, 或る次元が 1以上の閉部分形式群スキーム G ⊂ F , および
a ∈ F [l∞]が存在して, a+ G ⊂ X が成立する.

この定理より, 次の命題が従う.
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命題 5.10. 任意の ci ∈ OK,λ, fi ∈ FK0,A (i = 1, . . . ,m)に対して

F :=

m∑
i=1

fi ◦ ci : A[λ∞] −→ Q

が, 無限の相異なる A[λ∞]の点で 0となるとき F = 0が成立する.

証明. F のゼロ集合 Z について, 定理 5.9を F = Â/R̂ に対して適用することで, 或る 1次元以上の閉形式部分
群スキーム G ⊂ Â, a ∈ A[λ∞]が存在して次の包含が成立する.

Z ⊃ G + a.

しかしながら, このような G は補題 2.10の反例を与えている. ゆえに G = Âであり, Z = Âを得る. Z は F の
ゼロ集合であったから, F は A[λ∞]上恒等的に 0である. □

さて, これらの線形独立性に関する結果を基にして, 形式函数に付随する測度のMellin変換に関する, ある性
質を証明する.

5.2. Mellin変換に関する性質. この節では, 線形独立性の結果を基にしてMellin変換に関する性質を証明する.

以降, µを, O = End(Â/R)に含まれる 1のべき乗根全体のなすアーベル群とする. また, O×
K,λ に含まれる 1の

べき乗根 µλとする. すなわち, N を 1 + λNOK,λがOK/λと位相群として同型になるような最小のN としたと
き, OK/λ

の剰余位数 q = lf として µq−1 × µl(N−1)f ⊂ O×
K,λ である.. まず, 本節の主定理 (命題 5.14)の証明に

入る前に準備を行う. αが, 形式函数に付随する p進測度で, 任意の c ∈ µに対して α ◦ c = αを満たしていると
する. β を次のような測度とする.

β =
∑

c∈µλ/µ

α ◦ c|1+λNOK,λ
.

β のMellin変換は次のように計算される.

Mβ(ρ) =
∑

c∈µλ/µ

∫
(1+λNOK,λ)

ρ(σ)dα ◦ c(σ)

=
1

w

∫
OK,λ

ρ(a)dα(a)

=
1

w
Mα(ρ) (19)

但し, w は µの位数とし, ρ ∈ Homconti.(O×
K,λ,Q)を非自明な位数有限指標とした. したがってMβ(ρ) 6= 0は

Mα(ρ) 6= 0と同値である.

また, 一般的な加法的指標について次が成立する.

補題 5.11. Ql上の有限次拡大体 V の整数環Vとする. VのZl上の基底ω1, . . . , ωnを 1つ固定する. e : V −→ Ql

を任意の Zl 線形な加法的指標とすれば, 或る x ∈ V が存在して, 次の等式が任意の a = a1ω1 + . . .+ anωn ∈ V
に対して成立する.

e(a) =

n∑
i=1

trV/Ql
(xaiωi).

証明. 加法的指標 eは e(ω1), . . . , e(ωn) ∈ Ql のみによって決まり, 逆に任意の n個の Ql の元 (v1, . . . , vn)をと
れば, e(ωi) = vi, i = 1, . . . , nが成り立つような加法的指標が取れる. したがって, 補題の主張を示すには, 次の
Ql 線形写像が Ql ベクトル空間の同型を与えていることを示せば十分である.

V −→ Q⊕n
l ;x 7→ (trV/Ql

(ω1 · x), . . . , trV/Ql
(ωn · x)).

しかし, この線形変換の表現行列の行列式は det(trV/Ql
(ωiωj)) 6= 0であるので上記の線形変換は同型である. □

この補題を基に, 乗法的指標 ρに対し, xρ ∈ Kλ を次のように定義する.
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定義 5.12. 自然数N を乗法群 1 + λNOK,λ が加法群OK,λ と同型になるように十分大きくとる. 任意の有限指
標 ρ ∈ Homconti.((1 + λNOK,λ),Q

×
)を固定する. 補題 5.11により, 任意の OK,λ の Zl 上の基底 ω1, . . . , ωf に

対して次の等式が全ての i = 1, . . . , f について成立するような 或る xρ ∈ Kλ が存在する.

ρ(1 + λNωi) = exp(2πitr(λNωixρ)).

そこで, 以降ではこのような xρ を各 ρに対して 1つ固定することにする.

次の補題を準備する.

補題 5.13. 形式函数 fに付随する測度αが,任意の c ∈ µに対してα◦c = αを満たしているとする. Jf = kf (µl∞),

kf は p進体であったが, 必要に応じて kf を拡大することで, 次の仮定が満たされるようにする. 但し, kf に含
まれる 1の lべき乗根が µlM であるとした.

1. kf (µl, A[l]) = kf ,

2. f ∈ K0[[t]]は ιp により f ∈ kf [[t]]を定める.

3. 1 + λMOK,λ ' OK,λ という乗法群と加法群の間の位相群としての同型が存在する.

また, y ∈ 1+ λNOKλ
に対して βy := β|y(1+λMfOK,λ) とする. ρ ∈ Homconti.((1 + λOKλ

),O×
Jf
) がKλの剰余位

数 lf として ker(ρ) = 1 + λm+MfOK,λ, m ≥Mf を満たすときに, 次のような同値関係が成立する.

Mα(ρ) = 0⇔
∫
OK,λ

exp(2πitr(xρ(x/y)))dβy(x) = 0

ここで, OK,λ の Zl 自由加群としての基底 ω1, . . . , ωf を 1つ固定し, xρ ∈ Kλ/OK,λ は, Definition 5.12におい
てN = mとして定義する. また, y ∈ 1 + λNOK,λ は任意の元とした.

補題の証明 5.13. まず, kf の取り方から µl, A[l]は kf 上有理的, すなわち σ ∈ Gal(Jf/kf )が自明に作用してい
た. 以降では, Gal(Jf/kf )の A[λ∞](これは, δを介してKλ/OKλ

とアーベル群として同型である)への作用, お
よび µl∞ への作用が与える準同型をそれぞれ χA : Gal(Jf/kf ) −→ O×

K,λ, χµ : Gal(Jf/kf ) −→ Z×
l ⊂ O

×
K,λ と

して定義する.

特性函数に関する等式 (16)を用いることで a ∈ Kλ/OK,λ, σ ∈ Gal(Jf/kf )に対して次を得る.

(

∫
OK,λ

exp(2πi(tr(ax)))dβ(x))σ =
∑

c∈µλ/µ

(

∫
OK,λ

(
∑

x∈ 1

λN OK,λ/OK,λ

exp(2πi(tr(x+ a(x/c)))dα(x)))σ

=
∑

c∈µλ/µ

(
∑
x

∫
OK,λ

(exp(2πi(tr(x(1 + a/c)))))dα)σ

=
∑

c∈µλ/µ

(
∑
x

f(δ(x(1 + a/c))))σ

=

∫
OK,λ

exp(2πi(tr(χA(σ)ax)))dβ(x).

ここで, 最後の等号では, f が kf に埋め込みを持つ有限次代数体における整数環の局所化上で定義されることか
ら, f(δ(x(1 + a/c)))σ = f(δ(χA(σ)x(1 + a/c)))という等式が成立することを用いた. この等式の左辺で σ = id

とした式を F (a) :=
∫
OK,λ

exp(2πi(tr(ax)))dβ(x)として定義する.

特性函数を用いたMellin変換に関する等式 (18)を用いてMβ(ρ)を計算することで次の等式を得る.

Mβ(ρ)
σ =

1

N(λ)Nρ

∑
a∈OK,λ/λ

Nρ

ρσ(a)(
∑
x

F (χA(σ)x) exp(2πitr(ax)χµ(σ)))

=
1

N(λ)Nρ

∑
a∈OK,λ/λ

Nρ

(
∑
x

F (x) exp(2πitr(
χµ(σ)

χA(σ)
ax))

=
ρσ(χA(σ))

ρσ(χµ(σ))
Mβ(ρ

σ)
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ここで λNρ を, O×
K,λ の位数有限指標 ρの導手とした. 従って, 任意の σ ∈ Gal(Jf/kf )に対してMβ(ρ)

σ = 0⇔
Mβ(ρ

σ) = 0が成立する. 今, Jf = kf (µl∞)であり, µl ⊂ kf であるので Jf/kf は Zl拡大である. Jf/kf のm-th

layer km とする. ∑
σ∈Gal(km/kf )

ρσ(y)−1Mβ(ρ
σ) =

∑
σ∈Gal(km/kf )

ρσ(y)−1

∫
1+λNOK,λ

ρσ(x)dβ(x)

=
∑

σ∈Gal(km/kf )

∫
1+λNOK,λ

ρσ(
x

y
)dβ(x)

=

∫
1+λNOK,λ

trkm/kf
(ρ(

x

y
))dβ(x) (20)

ここで, ρの像が 1の lべき乗根であることから, 次が成立する.

trkm/kf
(ρ(x/y)) =

lmρ(x/y) (ρ(x/y) ∈ kf )

0 (ρ(x/y) 6∈ kf )
(21)

従って, trkm/kf
(κ(x/y)) 6= 0であることと, ρ(x/y) ∈ kf は同値である. このことは, ρ(x/y)l

M

= 1, すなわち
(x/y)l

M ∈ Ker(ρ) = 1 + λm+MfOK,λ と同値である. 以上のことから, 次の同値関係を得る.

trkN/kf
(κ(x/y)) 6= 0⇔ x ∈ y(1 + λmOK,λ).

実際, x/y = 1 + λau, u ∈ O×
K,λ とすれば, (x/y)l

M

= (1 + λau)l
M

= 1 + λa+fMu + . . . であり, (x/y)l
M ∈

1 + λm+MfOK,λ であることと a ≥ mが同値となる.

等式 (19)よりMα(ρ) = 0の時, Mβ(ρ) = 0であった. 従って, 等式 ((20))から次の同値関係を得る.

Mα(ρ) = 0⇔ lm
∫
y(1+λmOK,λ)

ρ(x/y)dβ(x) = 0.

さて, x = y(1 + λmz), z ∈ OK,λ とする. この時, 固定していた OK,λ の Zl 上の基底 ω1, . . . , ωf を用いて
z = z1ω1 + . . .+ zfωf , z1, . . . , zf ∈ Zl とすれば次のような等式を得る.

ρ(x/y) = ρ(1 + λm(z1ω1 + . . .+ zfωf )) (m ≥Mf)

= ρ(1 + λmω1)
z1 · · · ρ(1 + λmωf )

zf

= exp(2πitr(λmxρ(ω1z1 + . . .+ ωfzf ))

= exp(−2πitr(xρ)) · exp(2πitr(xρ(x/y))).

従って, 任意の y ∈ 1 + λNOK,λ に対して次の同値関係を得る.

Mα(ρ) = 0⇔
∫
y(1+λmOK,λ)

ρ(x/y)dβ(x) = 0⇔
∫
y(1+λmOK,λ)

exp(2πitr(xρ(x/y)))dβ(x) = 0.

t ∈ (1 + λMfOK,λ)/((1 + λmOK,λ))を任意にとる. y ∈ 1 + λNOK,λ を yt ∈ 1 + λNOK,λ と取り換え, xρ ∈
Kλ/OK,λ を txρ ∈ Kλ/OK,λ に取り換えても同様の主張が成立することに注意する. 従って, このように t ∈
(1 + λMfOK,λ)/(1 + λmOK,λ)で取り換えて, 次の同値関係を得る.

Mα(ρ) = 0⇔
∫
ty(1+λmOK,λ)

exp(2πitr(xρ(x/y)))dβ(x) = 0.

今, Mα(ρ) = 0の時, 上式の右辺を全ての t ∈ (1 + λMfOK,λ)/(1 + λmOK,λ)に対して足し上げることで, 求め
る等式であった, 次の等式が得られる.∫

y(1+λMfOK,λ)

exp(2πitr(xρ(x/y)))dβ(x) = 0.

逆に, 上記の等式を ρが満たすならばMα(ρ) = 0となることについては, [LK23, Lemma 5.3, Lemma 3.2]を
参照されたい. □

以上の準備のもと, 次の主張を証明する.
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命題 5.14. α = αf を f 6∈ Q, f ∈ FK0,A に付随する OK,λ 上の測度であるとする. また, O×
K,λ ' µλ × (1 +

λNOK,λ)となるように 1のべき乗根のなすアーベル群 µλと, 位相群としてOK,λと同型な 1 + λNOK,λを定義
する. α, および µというO = K0 ∩OK,λに含まれる 1のべき乗根のなすアーベル群が次の仮定を満たすとする.

• α ◦ c = α が任意の c ∈ µで成立する.

• µ 6= µλ である.

この時, 高々有限個を除く任意の有限指標 ρ ∈ Homconti.(1 + λNOK,λ,O×
Jf
)に対して, Mα(ρ) 6= 0が成立する.

注意 5.15. 本稿では, 特に命題 3.25のような形式函数に対し, この命題を適応する. このような形式函数は l上
の K における任意の素点が K/Qで不分岐であるという条件で構成されていた. ゆえに, 特に興味があるのは,

本命題で OK,λ が或る有限体のWitt環でN = 1となる場合である.

命題の証明 5.14. 初めに, 次の等式が成立するような x
′ ∈ Kλ/OK,λ 全体を C ⊂ Kλ/OK,λ と定義する.∫

OK,λ

exp(2πitr(x
′
x/y))dβy(x) = 0.

ここで βy、y ∈ 1 + λNOK,λ の定義から, 任意の x
′ ∈ C に対して次の等式が成立する.∑

c∈µλ/µ

∫
OK,λ

exp(2πitr(c−1x
′
x/y))dα|cy(1+λNOKλ

)(x) = 0. (22)

ここで, 特性函数に関する等式 (16) を用いることで, αcy := α|cy(1+λNOK,λ)
も形式函数に付随する測度であ

ることがわかる. そこで αcy, c ∈ µ, y ∈ 1 + λNOK,λ に付随する形式函数 fcy と記述する. この時, 任意の
y ∈ 1 + λNOK,λ と, x

′′ ∈ Cyx−1 ⊂ Kλ/OK,λ に対して (22)を用いることで次の等式が従う.∑
c∈µλ/µ

fcy(δ(c
−1x

′′
)) =

∑
c∈µλ/µ

fcy([c
−1](δ(x

′′
))) = 0.

今, Cが無限集合であるとする. すると, µλ 6= µという仮定を踏まえて, 先の剛性に関する命題 5.10, および命題
5.8を用いれば, fcy ∈ Qが任意の c ∈ µλ/µ, y ∈ (1 + λNOK,λ)に対して成立する. したがって, α =

∑
c,y αcy

という有限和で記述できることから, αf = αで定まる形式函数 f に対して f ∈ Qが成立すること示された. 他
方, これは f 6∈ Qとしていたことに矛盾する. 従って, C は高々有限集合であることが従う.

補題 5.13により C は次のような集合であることがわかる.

C = {x ∈ Kλ/OK,λ | x = xρとなる ρ ∈ Homconti.(1 + λNOK,λ,O×
Jf
)が存在してMα(ρ) = 0}.

他方, V := {ρ ∈ Homconti.(1 + λNOK,λ,O×
Jf
) | Mα(ρ) = 0} を考える. この時, V が無限集合であれば C

も無限集合であることを確認する. 一般の場合も同様なので OK,λ = Zl として議論する. 初めに m ≥ 2 で,

dm ∈ 1 + lZl という lと互いに素な元を, 次のように定義する.

dm =
logl(1 + lm)

lm−1 logl(1 + l)
= (1 +

lm

2
+ · · · )−1.

この時, (1 + l)dmlm−1

= (1 + lm)となる. したがって, 各 ρ ∈ Homconti.(1 + lZl,O×
Jf
), Ker(ρ) = 1 + lm+MZlに

対して
ρ(1 + lm) = ζl

m

ρ = ρ(1 + l)l
m−1dm ,

つまり ζlρ = ρ(1 + l)dm が成立しているように ζρ := exp(2πixρ), xρ ∈ C が選べる. 従って, もし ρ ∈ V が無限
集合であれば, ζρ, xρ ∈ C も無限集合であることが示された. ここで C は有限集合であるから, V もまた有限集
合でなければならない. V = {ρ ∈ Homconti.(1 + λNOK,λ,O×

Jf
) | Mα(ρ) = 0}で, これが有限集合であることが

示されたので, 命題の主張を得る. □

この命題の仮定を満たすような形式函数に付随する測度は, 一般には豊富に存在する.
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補題 5.16. αを形式函数に付随する OK,λ 上の測度とする. µλ を O×
K,λ に含まれる 1のべき乗根よりなる有限

部分群とする. ω ∈ Hom(µλ,O×
Jf
)をとる. OK,λ 上の p進測度 αinv,ω を次のように定義する.

αinv,ω :=
∑
c∈µ

ω(c)α|O×
K,λ
◦ c

π : O×
K,λ ' µλ × (1 + λNOK,λ) −→ µλ を自然な射影とする. この時, 任意の OK,λ 上の局所定数函数 f に対し

て,
∫
OK,λ

f(a)dα|ω :=
∫
OK,λ

f(a)ω(π(a))dαinv,ω(a)とすることで定義される p進測度 α|ω は, 次の 3つの性質
を満たしている.

(1) α|ω は形式函数に付随する測度であり,

(2) 任意の c ∈ µに対して, α|ω ◦ c = α|ω を満たす.

(3) さらに, 任意の ρ ∈ Homconti.(1+ λNOK,λ,O×
Jf
)に対して wMα(ωρ) =Mα|ω (ρ)を満たす. ただし wは

µの位数とした.

証明. 1つ目の主張は, 特性函数に関する公式 (16)を用いて, α|ω が次のように記述されることから従う.

α|ω =
∑
ζ∈µλ

ω(ζ)αinv,ω|ζ(1+λNOK,λ).

次に, 2番目の主張を示す. 初めに, 任意の c ∈ µに対して, αinv,ω ◦ c = ω(c)−1αinv,ω が成立することが αinv,ω の
定義 αinv,ω =

∑
c∈µ ω(c)α|O×

K,λ
◦ cから確認できる.

OK,λ 上の任意の局所定数函数 f をとる. この時, 任意の d ∈ µに対し, 次の等式を得る.∫
OK,λ

f(x)dα|ω(xd) =
∫
OK,λ

f(x)ω(xd)ω−1(d)dαinv,ω(x) =

∫
OK,λ

f(x)dα|ω(x).

従って, α|ω は任意の d ∈ µに対して α|ω ◦ d = α|ω をみたす. 最後に 3番目の主張を示す. 任意の有限指標
ρ ∈ Hom(1 + λNOK,λ,O×

Cp
)に対し, 次の等式を得る.

Mαinv,ω (ωρ) =
∑
c∈µ

ω(c)

∫
O×

K,λ

ωρ(x)dα(xc) =
∑
d∈µ

∫
O×

K,λ

ωρ(x)dα(x) = wMα(ωρ).

が各 ρ ∈ Hom((1 + λNOK,λ),O×
Jf
) に対して成立することがわかる. α|ω の定義を踏まえて, Mα|ω (ρ) =

Mαinv,ω (ρω) = wMα(ρω)という等式を得る. □

6. L値への応用

CM 体の Hecke L 値に関する基本事項を確認する. この節では第 1 節と同様, K ⊂ Q を CM 型 ΣK の
CM体とする. また K+ を K の最大総実部分代数体とする. gを K における整イデアルとして K(g)を K の
モジュラス g である射類体とする. すなわち I(g) を K のイデアルで g と互いに素なるものからなる群とし,

P (g) := {a ∈ K×| a ≡ 1 mod ×g},と定義したときに, H(g) := I(g)/P (g) ' Gal(K(g)/K)である.

Hecke(g)で, 導手が gを割り切る全ての代数的 Hecke指標全体とする. この時, 標準的な完全列

0 −→ Hom(H(g),Q×
) −→ Hecke(g) −→ Z[Emb(K ↪→ Q)]

が取れるので, Hecke(g) の元と Hom(H(g),Q×
) の積が定まる. ここで, 上記の短完全列の最後の射による,

χ ∈ Hecke(g)の像は無限型と呼ばれ, 次のようにして定める.

定義 6.1. χ ∈ Hecke(g)に対して
χ(a) =

∏
σ∈ΣK

σ(a)−ασσ(a)βσ

が任意の a ∈ K, a ≡ 1 mod ×gに対して成り立つような α :=
∑

σ ασσ ∈ Z[ΣK ], β :=
∑

‘σ βσσ ∈ Z[ΣK ] が存
在する. そこで, χが定める無限型を β − α ∈ Z[Emb(K ↪→ Q] で定める.
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ここでも, 2つの埋め込みを固定する.

ι∞ : Q ↪→ C, ιl : Q ↪→ Cl.

これらの埋め込みと, ΣK は第 2.2節で定めた仮定を満たすとする. 各 χ ∈ Hecke(g)に対し, χ∞ := ι∞ ◦ χによ
り定まる Hecke L 函数 L(χ, s)は, Re(s)� 0として次のように定義される.

L(χ, s) :=
∑

a∈I(g)
a は K の整イデアル

χ∞(a)

N(a)s
,

ここで gは χの導手となるK の整イデアル. χがノルム指標のべきでなければ, この複素函数 L(χ, s)は全複素
平面に解析接続されることが知られる. 特に次のような L(χ)が well-definedに定義される.

定義 6.2. χ ∈ Hecke(g)がノルム指標のべきでないときに, 以下のようにして複素数 L(χ)を定義する.

L(χ) := L(χ∞, s)|s=0.

fをK の plと互いに素な整イデアルとしたとき, Lf(χ, s), Lf(χ)は, それぞれ L(χ, s), L(χ)の定義における,

和を走るイデアル aが fと互いに素なものを走るものとして, 定義した複素函数とする.

CM体K の代数的 Hecke指標 χの無限型について Dirichletの単数定理から次が従う.

命題 6.3. (Weil) χ ∈ Hecke(g)の無限型は, 或る k, d(σ) ∈ Zを用いて次のようにして与えられる.

−kΣK −
∑

σ∈ΣK

d(σ)(σ − σ).

CM体K の代数的 Hecke指標 χが Deligne[De79]の意味で criticalとは,

{(−k − d(σ), d(σ))}σ∈ΣK

が Figure 1の領域に属することである. ここで, 対角成分では偶指標か奇指標であるかで +, −を用いている.

O

−1
−1+

+

+

+

+

−
−
−
−
−

Figure 1. critical domain

K の整イデアル fとする. Crit(Γf)を, 定義 3.1で与えられた ZσK

≥0 ×ZΣK

≥0 の部分集合とする. 代数的Hecke指
標 χの無限型を β − α, (β ∈ Z[ΣK ], α ∈ Z[ΣK ])としたとき (β, α) ∈ Crit(Γf)であれば, χは Criticalな代数的
Hecke指標である. 以降の節では, このような Criticalである代数的 Hecke指標を考察する.
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6.1. CM周期. この節では, 本稿の設定に適合する形で CM体の CM周期 {ΩCM,∞(σ)}σ∈ΣK
∈ (C×)ΣK を定

義する (一般的な設定における定義については, [Katz78], [OH15]を参照されたい). CM体 (K,ΣK)をとる. ま
た, 相異なる素数 p, lに対しては, 第 2節 2.2で設けた仮定 p-ord, l-ordを本節以降でも仮定し, pについてはさ
らに次の主張を満たしているとする.

• p上の Kref における素点全てが Q上不分岐な素点である. ただし, Kref は (K,ΣK), K ⊂ Qの reflex

体とした.

Chebotarev密度定理によって, このような pは必ず存在することに注意する. また, この仮定は高次のEisenstein

数の p進整性のために必要となる仮定である. ΣK により与えられる次のような同型を固定する.

ιΣK
: K ⊗Q R ' CΣK ; a⊗ r 7→ (σ(a)r)σ∈Σ.

これを用いてK の整数環に CMを持つようなアーベル多様体の族を構成する.

全ての成分が純虚かつ, 虚数部分が正である元 δ ∈ K ⊗ Rに対して Riemann形式

〈, 〉δ : OK ⊗ R×OK ⊗ R −→ R; (z, w) 7→ wz − zw
2δ

が定義できる. これにより, 偏極構造 λδ がA(OK)an := CΣK/ιΣK
(OK) 上に定まり, 代数体上定義されたアーベ

ル多様体 A(OK)が構成される. 以下では ιΣK
を省略する.

A(OK)の偏極イデアルは δに依存し, δをうまくとることで偏極イデアル dは plと互いに素であるとしてよ
い. 同様にして, K の plと互いに素な整イデアル Aに対し, 〈, 〉δ は次を誘導する.

A ∧O+
K
A ' NK/K+(A)d∗ = (NK/K+(A)−1d)∗.

したがって, 代数体上定義されたアーベル多様体 A(A)が取れ, 〈, 〉δ により偏極イデアル d ·NK/F (A)
−1 の偏極

構造が A(A)an/C ' CΣK/A上に定まる.

このような, K の整数環に CMを持つようなアーベル多様体 A(A), (A : plと互いに素) は, 次を満たす.

補題 6.4. A(A)のQ上ガロアな定義体M ⊂ Qで, Kref 上有限次アーベル拡大, かつ p上全てのM における素
点が Q上不分岐であるようなものが存在する.

証明. pは仮定によりKref/Qで不分岐である. 志村-谷山 [ST61]のCM付きアーベル多様体の主定理から, A(A)

の Field of moduli M は p上全てのKref における素点を p上不分岐な素点に持つ. さらに, M はKref 上有限次
アーベル拡大体である. ゆえに, M の p上全ての素点は, p上不分岐であり, M/Kref は有限次アーベル拡大であ
る. 他方, Milne[Mil72]により, CM型単純アーベル多様体は, その定義体を Field of moduliに取れることが知
られるので, 補題の主張を得る. □

plと互いに素なK の整イデアル fを以降の節では常に固定する. また, ι−1
l (mCl

) ∩ OM = vl と定める. ここ
でM ⊂ Qを固定していたことに注意する.

A(f)の R = OM,(vl)上定義される NeronモデルをA(f)/Rとかくことにする. 必要であればM を取り換える
ことで, A[f](R) = A[f](OCl

)を満たすとしてよい.

ここで, plと互いに素な Aに対して,

S 7→ A⊗OK
A(f)(S)

という R代数から集合への関手が定まる. ここで, テンソルは OK 加群としてのテンソルをとる. これは R上
のアーベルスキームで表現可能であることが知られる ([KS24, Section 4]を参照).

そこで, このアーベルスキームA⊗A(f)とする. このR上定義されたアーベルスキームの族 {A⊗A(f)/R | A :

plと互いに素 }に対して, R加群 ωA⊗A(f)/R = π∗Ω
1
A⊗A(f)/Rに関するR加群の基底を定義する. ここで, πは構

造射であるとした.

初めにA(f)に関して, R加群 ωA(f)/Rの基底 ωを第 2節の (1)と同様にして定義する. ここで, 標準的なR加
群のペアリング Lie(A(f)/R)× ωA(f)/R −→ R に対して, (6)と同様にして次のペアリングを定義する.

Lie(A(f)/R)× ωA(f)/R −→ OK ⊗R(ΣK).
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ここで, OK ⊗R(ΣK)は OK の作用が ΣK を経由するような OK ⊗Rの部分 R加群とした (本稿の記法の節を
参照されたい).

これにより, ωという ωA(f)/R の OK ⊗R(ΣK)加群としての生成元により, 同型

Fω : Lie(A(f)/R) ' OK ⊗R(ΣK)

が定まり, 逆にこのような同型から第 2節 (1)を満たす ωが定まるので, 両者を同一視する.

plと互いに素なK での任意のイデアル Aに対して, Fω により次の同型が誘導される.

Lie(A⊗A(f)/R) ' Lie(A(f)/R)⊗R A ' OK ⊗R(ΣK).

ここで, Aが plと互いに素なことを踏まえて, 2番目の同型は Fω によって weii-definedに定まる次のような射
を用いた.

Lie(A(f)/R)⊗OK
A ' Lie(A(f)/R) ' OK ⊗R(ΣK).

この同型により定まる ωA⊗A(f)/R の R加群としての基底を ω(A)と定める.

ι∞ : Q ↪→ Cによって基底変換することでA⊗A(f)/M はA⊗A(f)/Cに係数拡大され, 複素 Lie群 (A⊗A(f))an

が定まる. この複素 Lie群の, 次のような標準的な短完全列を考える.

0 −→ π(A⊗A(f)) −→ Lie(A⊗A(f)) −→ (A⊗A(f))an −→ 0.

すると, C上のベクトル空間 ωA⊗A(f))/C の基底 ωtrans(A)で,

Fωtrans(A) : Lie(A⊗A(f)/C) ' OK ⊗ C(ΣK),

ωtrans(π(A⊗A(f))) = Afという標準的同型13を与えるものが一意的に存在する.

定義 6.5. Aを plと互いに素なKの整イデアルとする. CM周期 {ΩCM,∞(σ)}σ∈ΣK
= ΩCM,∞ ∈ (OK⊗C(ΣK))×

を次を満たすように定義する.

ω(A) = ΩCM,∞ · ωtrans(A).

注意 6.6. ΩCM := ΩCM,∞ は Aの取り方には依らず ωと ι∞ のみに依存する ([Katz78], [OH15]を参照された
い ).

6.2. 部分 Fourier変換 ·局所因子. この節では, 代数的 Hecke指標の部分 Fourier変換と l上の局所因子を, 本
稿の設定にあった特別な場合に対して定義する. (一般的な状況での両者の定義については [Katz78]や [KS24]を
参照されたい).

χを Criticalな代数的 Hecke指標であるとし, 前節のように無限型を β − α, (β ∈ Z[ΣK ], α ∈ Z[ΣK ])と記述
する. また, 前節と同様 βσ ≥ 0, ασ ≥ 1が全ての σ ∈ ΣK に対して成立するとする.

以降の節では χの導手は fL∞を割り切るものとする. ここで fは plと互いに素なK の整イデアルで, Lの定
義は, 各 σ ∈ ΣK に対し, λσ := (ιl ◦ σ)−1(mCl

) ∩ OK によりK における素イデアルを定め, L =
∏

σ∈ΣK
λσ と

していたことを思い出す.

χの導手における lと互いに素でない部分を∏
v|L v

av , av ≥ 0とする.

この時, χは次の準同型を定める.

χ : I
(fl)
K −→ Q×

,

I
(fl)
K はK の分数イデアルで flと互いに素なもののなす群. この像は l進整, すなわち

χ : I
(fl)
K −→ O×

Cl

を与える. P
(fln)
K をK× の元で mod ×fln で 1と合同なもののなす群とする. すると

χ(P
(fln)
K ) ⊂ 1 + lnOCl

13π(A⊗A(f)) = H1((A⊗A(f))(C),Z) ≃ A⊗OK H1(A(f)(C),Z) ≃ Afという同型のことである.
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が十分大きな nに対して成立する. したがって, 連続表現
χ : Gal(K(fl∞)) −→ O×

Cl

が定まる. この表現は, Artin写像が与える全射
OK ⊗ Zl ↠ Gal(K(fl∞))

と合成することで, χ : OK ⊗ Zl −→ O×
Cl
を定める. ここで,

χf : (OK ⊗ Zl)
× −→ Q× ⊂ C×

l

を χの有限部分が定める局所定数函数とする. すなわち,

χf (a) =
χ((a))aα

aβ
,

a ∈ OK : lfと互いに素 として定まる χf を (OK ⊗ Zl)
× に拡張したもの.

以下で考察するのは特に, 次の条件を満たすものである.

• χの条件
χの有限部分が

χf : (OK ⊗ Zl(ΣK))× −→ Q×

を経由する.

ここで, OK ⊗ Zl(ΣK)は CM型 ΣK と ιl より定まる素点集合 Σl の元で OK を完備化したものの直和14. こ
の χf より次の 2つの局所定数函数を定義する.

Fχ, F̃χ : OK ⊗ Zl(Σ) −→ Ql.

これらの写像は, χ−1
f の拡張で与える.

まず, F̃χ については, 零写像で拡張することで定義する. Fχ への拡張に関しては局所的な議論を要する. 次
の分解を考える

(OK ⊗ Zl(ΣK))× '
∏
v|L

O×
K,v.

これより χ−1
f から O×

K,v 上の指標が誘導されるが, 以下ではこれを χ−1
f,v と呼ぶ.

χ−1
f,v の OK,v, v ∈ Σl への拡張を零拡張 (χ−1

f,v が非自明)

恒等的に 1に移す写像 (χ−1
f,v = 1)

. (23)

により定める. この拡張によって Fχ : OK ⊗ Zl(ΣK) −→ Qを定義する.

このような, 局所定数函数
φ : OK ⊗ Zl(ΣK) −→ Q

の部分 Fourier変換を, 次のように定義する.

Pφ : L−n/OK −→ Q; a 7→
∫
OK,L

exp(−2πitr(xa))φ(x)dµHaar(x)

で定義する. ここで, nは φがmod Lnによらないように十分大きくとり, µHaarはOK,L上の正規化されたHaar

測度とした.

この Pφは,

L−n ⊗ Zl −→ L−n/OK,L ' L−n/OK

という自然な射影で引き戻して L−n ⊗ Zl 上の函数と見なす.

すると, AがK の整イデアルで lと互いに素なものとすれば,

L−nAf⊗ Zl = L−n ⊗ Zl

14[Katz78]の定義を参照されたい
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であるので, 次が定まる.

PAφ : L−nAf/Af ' L−n/OK −→ Q,

ただし A: OK の整イデアルで plと互いに素とした.

定義 6.7. L−nAfΩCM,∞/AfΩCM,∞ ' L−nAf/Afと, ω(A)による一意化

A⊗A(f)(C)an ' A⊗A(f)(C)an ' CΣ/AfΩCM,∞

を踏まえて, 部分 Fourier変換 Pφは (A⊗A(f))[Ln]上定義される. このようにして PAφ : (A⊗A(f))[Ln] −→ Q
を改めて定義しなおす.

さて, l上の局所因子 (Local Factor)を定義する.

定義 6.8. 上述のようなK の代数的 Hecke指標 χに対して, 導手 cond(χ)を次のように分解する.

cond(χ) = (a)A,

ここで a ∈ K, Aを lと互いに素なK のイデアルとした. この時, χの l上における局所因子を次のようにして
定義する.

Locall(χ; Σ) :=
PFχ(a

−1)aα

χ(A)aβ

局所因子の基本的な性質として, 次が成立する.

補題 6.9. 局所因子は, 導手の分解によらず定義され, 常に 0にはならない.

証明. まず, 局所因子について次のように分解される.

Locall(χ; ΣK) =
aα

χ(A)aβ

∫
(OK+⊗Zl)2

Fχ(x) exp(−2πitr(a−1x))dµHaar(x)

=
aα

χ(A)aβ

∏
v|L

∫
OK+,v

χ−1
f,v(x)× exp(−2πitr(−a−1x))dµHaar,v(x)

=
aα

χ(A)aβ

∏
v∈Σram

l

∫
O×

K+,v

χ−1
f,v(x) exp(−2πitr(a

−1x))dµHaar,v(x)

ここで, Σram
l は χが分岐する Lを割り切る素点, すなわち av ≥ 1となる v|L全体の集合.

上記の計算から, (A, a)を (tA, t−1a), t ∈ K は lと互いに素となるように取り換えてた場合も, 局所因子は不
変であることがわかる. したがって, (A, a)の取り方に Local(χ; ΣK)が依らないのは確かに良い.

局所因子の非消滅性は, 各 v ∈ Σram
l について,∫

O×
K+,v

χ−1
f,v(x) exp(−2πitr(a

−1x))dµHaar,v(x)

が Gauss和であることから従う. □

さて, CM体のHecke L値と高次の Eisenstein数の関係式を導出することで, 本稿の主結果であるHecke L値
の非消滅性を証明する.

6.3. Hecke L値の非消滅性. 前節と同じように CM体K の criticalな Hecke指標 χを定める. ただし, この節
では χの導手は 1とし, fは plと互いに素である非自明なK の整イデアルとする. また, Γf = {x ∈ O×

K | x ≡ 1

mod f}であるとした. ここで, この節では次の 3つの仮定 (∗)を設ける.

• K の類数が 1である.

• K+/Qで lは惰性し, K/K+で l上の素点が (l) = (λ)(λ)と完全分解する. 特に, (λ) = Lは素イデアル
である.

• OK/λの位数 qとし, K は 1の q − 1乗根を含まない.
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この仮定のもと, 分岐素点を見ることで次の分解が生じる.

Gal(K(fλ∞)/K) ' Gal(K(f)/K)×Gal(K(λ∞)/K) ' Gal(K(f)/K)×O×
K,λ/O

×
K .

この O×
K は O×

K,λ における O×
K の位相的閉包である. 最初の同型は, K の類数 1なのでK(f) ∩K(λ∞) = K で

あることによる.

定義 6.10. {A | K の整イデアルで fplと互いに素 }の部分集合 {Ai}i=1,...,hf
を Artin写像の像 {σAi}i=1,...,hf

が Gal(K(f)/K)を代表するように定める. このようにして定めた {Ai}i=1,...,hf
により

Ai := A−1
i ⊗A(f)

とする. この右辺は前節で定義した R上のアーベルスキームとした.

定義 6.11. Gal(K(λ∞)/K) ' O×
K,λ/O

×
K の位数有限指標のなす群 Hom(Gal(K(λ∞)/K),Q×

)とする. このよ
うな指標群は, 標準的な全射 O×

K,λ −→ OK,λ/O×
K での引き戻しにより

Xλ := Hom(Gal(K(λ∞)/K),Q×
) ↪→ Hom(O×

K,λ,Q
×
)

という埋め込みを持つ.

以下, R上のアーベルスキームAi, K の整イデアル gに対し, Ai[g](OCl
)を単にAi[g]と記述する. 以上の設

定で, 本稿の主結果を証明する.

定理 6.12. K/Qを CM体. また lを, K/Qで不分岐な素数. K の criticalな Hecke指標 χは, 導手が 1とする.

さらに, これらの (K/Q, l)は先に定めた仮定 (∗)を満たしているとする. この時, 高々有限個の指標を除く任意
の ρ ∈ Xλ に対して, L(χρ−1) 6= 0が成立する.

証明. 素数 p 6= lを, K/Qで p上の素点が全て完全分解するとするものとする. このような素数は Chebotarev

密度定理から必ず存在する. plと互いに素で非自明なK の整イデアルとして, 補助イデアル fをとる. 次のこと
が, [KS24]により証明されている.

補題 6.13 ([KS24, Proposition 5.27]). hf を Gal(K(f)/K)の位数とする. また, 部分 Fourier変換 P i := PA−1
i

とし, xi ∈ Ai[f]を xi := θi(ΩCM + fAi
−1ΩCM ) で定義する. ここで, θiは ω(Ai)により定まる一意化Aan

i (C) '
Cg/fA−1

i ΩCM である.

さらに, f i[c] を Ai に対して (8)における f[c] の定義と同様にして定義する. この時, 次の等式が成立する.

(α− 1)!(2πi)|β|

ΩCM
αΩ∨

CM
β

Locall(χρ
−1,Σ)(Nc− χρ−1(c−1))

∏
v∈Σl

(1− χρ−1(v−1)

N(v)
)Lf(χρ

−1)

=

hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

si∈Ai[λn]

P iF̃χρ−1(si)EK
β,α−1
Γf,Ai

(f i[c], xi + si),

ここで |β| := ∑
σ∈ΣK

βσ とし, nは ρの導手が λn を割り切るような十分大きな整数とした.

注意 6.14. この補題の等式は nの取り方によらない.

補題の証明 6.13. 本稿の Appendix Cを参照のこと. □

定理の証明において ρ 6= 1としてよい. (Nc − χρ−1(c−1))
∏

v∈Σl
(1 − χρ−1(v−1)

N(v) )Lf(χρ
−1) 6= 0は, この補題

により次と同値.
hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

si∈Ai[λn]

P iF̃χρ−1(si)EK
β,α−1
Γf,Ai

(f i[c], xi + si) 6= 0. (24)
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この式 (24)の左辺を計算する. ここで, ci ∈ O×
K,λを fA−1

i ⊗OK
OK,λ ' OK,λで fA−1

i の生成元が対応するO×
K,λ

の元とする. また, nを ρの導手 (λn)となるようにする.

(24)左辺 =

hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

si∈λ−nfA−1
i /fA−1

i

(
1

N(λn)

∑
x∈(OK,λ/λn)×

exp(−2πitr(xsi))ρ(x))EKβ,α−1
Γf,Ai

(f i[c], xi + s̃i)

(25)

=
1

N(λn)

hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

s∈(OK,λ/λn)×

(
∑

x∈(OK,λ/λn)×

exp(−2πitr(xsci
λn

))ρ(x))EKβ,α−1
Γf,Ai

(f i[c], xi + s̃ci) (26)

= (
1

N(λn)

∑
y∈(OK,λ/λn)×

ρ(y) exp(−2πitr( y
λn

)))(

hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

s∈(OK,λ/λn)×

ρ(sci)
−1EKβ,α−1

Γf,Al
(f i[c], xi + s̃ci))

(27)

= G(ρ)(
∑

s∈(OK/λn)×

ρ(s)−1(

hf∑
i=1

χ(Ai)∂̂Ai

[α−1]
Fx,β,[c](xi; Γf)(t)|t=s̃)) (28)

ここで, 1行目の等式 (25)では, この単射により誘導される次の準同型

si ∈ λ−nfA−1
i /fA−1

i ↪→ λ−nOK,λ/OK,λ

の si の像を sci/λ
n と定めた. 但し, s ∈ OK,λ は OK/λ

n におけるクラスの代表元と考える.

s̃i, s̃ci は, アーベル多様体 Ai/C の一意化 θi が誘導する同型

OK/λ
n ' λ−nfA−1

i ΩCM/fA
−1
i ΩCM ' Ai[λ

n] (29)

で, それぞれ si, sci ∈ OK/λ
n が対応する Ai の等分点とする. また, G(ρ)は次で定義される Gauss和である.

G(ρ) :=
1

N(λn)

∑
y∈(OK,λ/λn)×

ρ(y) exp(−2πitr( y
λn

)).

2行目の等式 (26)で s ∈ (OK,λ/λ
n)×を足し上げるのは, s 6∈ (OK,λ/λ

n)×となった場合, nの取り方とGauss

和の性質より項が 0となることによる. また, 3行目の等式 (27)では y = xsci とする. では, 4行目の等式 (28)

では命題 3.20を用いる.

さて, ここで R上のアーベルスキームにおける同種写像

λi : A(f) −→ Ai

を定める. Ai = A−1
i ⊗A(f)なので,

λi := [Ai] : A(f) −→ Ai = A−1
i ⊗A(f)

が R上定義され, エタール射となる ([KS24, proposition 4.7]を参照).

この射により, ∂̂Ai

[α−1]
Fx,β,[c](xi; Γf)(t)を A(f)上に引き戻したもの

∂̂Ai

[α−1]
Fx,β,[c](xi; Γf)(λi(t)) := λ∗i (∂̂Ai

[α−1]
Fx,β,[c](xi; Γf)(t))

を考える. A(f)/Rの単位切断に沿った完備化 Â(f)/R上の形式函数Θχを次のように定義し, Θχに付随する測度
を考える.

定義 6.15.

Θχ(t) :=

hf∑
i=1

χ(Ai)∂̂Ai

[α−1]
Fx,β,[c](xi; Γf)(λi(t)) ∈ Γ(Â(f),OÂ(f))

として Â(f)/R 上の構造層の大域切断を定義する.
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このようにすると, 命題 3.25 により, 充分大きな自然数 N が取れ, pNΘχ(t) ∈ FM,A(f) が従う. そこで,

pNΘχ(t)に対して, Definition5.4の意味で対応する O×
K,λ 上の p進測度を αχ とする. このような測度が構成で

きることは, 補題 5.5による. 次が成立することを示す.

補題 6.16. Mαχ
(ρ) 6= 0が成立すれば, L(χρ−1) 6= 0が成り立つ.

補題の証明 6.16. OK,λ/λ
n ' A(f)[λn] ↪→ A(f)tors を先に (29)で与えたアーベル群の準同型とする. さらに, 次

のような同型を考える.

OK,λ/λ
n ' 1

λn
OK,λ/OK,λ.

これら 2つのアーベル群の準同型を合成して, 順極限をとることにより, 次のような OK,λ 加群の単射を得る.

δ : Kλ/OK,λ ↪→ A(f)tors.

以下では, この同型を δを固定する.

式 (28), (24)により, (Nc−χρ−1(c−1))
∏

v∈Σl
(1− χρ−1(v−1)

N(v) )Lf(χρ
−1) 6= 0であることと, 次が成り立つこと

は同値.

G(ρ)
∑

s∈(OK/λn)×

ρ−1(s)Θχ(t)|t=δ(ζs) 6= 0

初めに, すべての ρ ∈ Xλ に対して

(Nc− χρ−1(c−1))
∏
v∈Σl

(1− χρ−1(v−1)

N(v)
) 6= 0 (30)

が成立することを示す.

まず, 任意の v ∈ Σl をとる. この時, ある ρ ∈ Xλ に対し,

N(v)− χρ−1(v−1) = 0

が成立するとする. これは,

vΣKvΣK = v−β+αρ(v)⇔ vΣK−αvβ+ΣK = ρ(v)

であることと同値であり, (β, α) ∈ Crit(Γf)なので, 上式右側の等式における左辺は 1のべき乗根にはなりえず,

矛盾が生じる. 同様にして, すべての ρ ∈ Xλ に対して
Nc− χρ−1(c−1) 6= 0

が成立するので, 式 (30)が成り立つ. 従って, ρ ∈ X に対し,

(Nc− χρ−1(c−1))
∏
v∈Σl

(1− χρ−1(v−1)

N(v)
)Lf(χρ

−1) 6= 0⇔ G(ρ)
∑

s∈(OK/λn)×

ρ−1(s)Θχ(t)|t=δ(s/λn) 6= 0

であれば, L(χρ−1) 6= 0が成立する.

以上のことから最後に, ある自然数N が存在して任意の ρ ∈ X に対して
Mαχ

(ρ) = pNG(ρ)
∑

s∈(OK/λn)×

ρ−1(s)Θχ(t)|t=δ(s/λn) (31)

が成立することを示す. 特性函数に関する等式 (16)により, 次の等式を得る. 簡単のため α = αχ とする.

Mα(ρ) =

∫
OK,λ

ρ(a)dα(a)

=
∑

a mod λn

ρ(a)α(a+ λnOK,λ)

=
1

N(λ)n

∑
x∈(OK/λn)×

∑
a mod λn

ρ(a) exp(2πitr(ax/λn))

∫
OK,λ

exp(2πitr(xy/λn))dα(y)

= G(ρ)
∑
x

ρ(x)−1

∫
OK,λ

exp(2πitr(xy/λn))dα(y).

最後の式は, αχ の定義より, (31)と一致している. □
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以上のことから, 定理を示すには αχ に対して, 有限個を除くすべての ρ ∈ X についてMαχ(ρ) 6= 0 が成立す
ることを示せばよい. まず, ρ : O×

K,λ ' µq−1× (1+λOK,λ) −→ Q, (q = |OK/λ|とする)で, ρを µq−1の指標と,

(1 + λOK,λ)の指標の積に分解する. もし, Mαχ
(ρ) = 0が無数の相異なる ρに対して成立すれば, 鳩ノ巣原理か

ら或る固定された µq−1 の指標 ωが存在し, 無数の相異なる 1 + λOK,λ の有限指標 ρ
′ に対して, Mαχ

(ωρ
′
) = 0

が成立するはずである.

Lemma 5.16により, αχ|ω という形式函数に付随する測度で, αχ|ω ◦ c = αχ|ω, Mαχ|ω (ρ
′
) = wMαχ(ωρ

′
)を

満たすものが構成された. ここで, c ∈ (OK,λ ∩R)×, また wは或る正の整数である. 特に, 無数の相異なる ρ
′ に

対して次の等式が成立する.

Mαχ|ω (ρ
′
) = 0. (32)

今αχ|ωに対して,命題 5.14を用いれば,高々有限個の ρ
′ ∈ Homconti.(1+λOK,λ,Q

×
)に対してMαχ|ω (ρ

′
) = 0

であるはずであるので, これは (32)に矛盾する. したがって, 高々有限個の ρに対してしか L(χρ−1) = 0が成立
しないので, 主張を得た. □

この定理をMordell-Weil群の構造へ応用する.

6.4. Mordell-Weil群への応用. この節では, K を Q上ガロアな CM体とする. 前節で示した Hecke L函数値
の非消滅性 (主定理 A)をもとにして, Mordell-Weil群の有限性である主定理 Bを示す. その上で, Mordell-Weil

階数に関する次の BSD予想の成立を仮定する.

予想 6.17. AF を代数体 F 上のアーベル多様体とする. L(A,F, s)をその Hasse-Weilの L函数としたときに,

これは s = 1へ解析接続されて
ords=1L(A,F, s) = rkA(F ).

ここで, rkは Z加群としての階数である.

定理 6.18. (K, l)が定理 6.12における条件 (∗)を満たすとする. さらに, K 上定義された単純アーベル多様体
A/K が次の条件を満たすものとする.

1. A/K は, End(A) ' OK を満たしている.

2. A/K は, l上のすべての素点で通常良還元をもつ.

3. A/K は全ての素点で良還元を持つ.

AKは, 付随するCM型ΣKを定めるとし, 定理 6.12と同様にして λを定義する. K(λ∞)/Kの任意の有限次中間
体F に対してA/F で階数に関するBSD予想が成り立つとする. この時A/KのMordell-Weil群について次が成立
する. すなわち, K の λ外不分岐最大アーベル拡大体K(λ∞)とする. この時, Z加群A(K(λ∞))/A(K(λ∞))tors

は有限生成である.

定理の証明に入る前に, CM体K 上の代数体 F を定義体とし, OK に CMをもつ CM型アーベル多様体 Aに
関する Hasse-Weilの L函数について議論する. 第 1節定理 2.2で, 次のような準同型を構成した.

s ∈ A×
F 7→

αs

µ(s)
∈ K.

特に, K の無限素点 v∞ に対応する埋め込み

v∞ : K −→ C

により, ψF,v∞ = ψv∞ : A×
F /F

× −→ C× が定義できる. これは, 連続であり, 代数的 Hecke指標となる.

さらに, 絶対ガロア群 GF の A[l∞]への作用が Gab
F を経由することに注意しながら Neron-Ogg-Shafarevich

の判定法を用いることで, ψv∞ の不分岐素点の集合と AF が良還元を持つ素点の集合が一致することが従う.

ここで, L(s, ψv∞)を次で定義する.
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定義 6.19.

L(s, ψv∞) :=
∏
v

(1− ψv∞(πv)N(v)−s)−1

とする. ここで, vは ψv∞ の不分岐素点, すなわち F における有限素点 vで ψv∞(O×
K+,v) = 1となるものを走る

とする. また, πv は OK+,v の素元とした.

すると, Hasse-Weilの L函数と定義した L函数の関係として次が成立する.

cL(A,F, s) =
∏
v∞

L(s, ψF,v∞)L(s, ψF,v∞)

となる複素数 c ∈ Cが取れる. ここで v∞ はK の無限素点全体を走るとする.

この cは A/F の導手 (conductor)を割り切る素点での Eular因子の積である. 従って, A/F が至る所で良還
元を持つ時には c = 1である.

Shimura[Shi76, Theorem I, Proposition 5] (虚二次体の場合), Harder[Har87, Corollary 4.3.1, p.87] (一般の
criticalな代数的 Hecke指標の場合) により次のことが示されている.

補題 6.20. ある v∞ に対して L(1, ψF,v∞) 6= 0ならば, 全ての v∞ に対して L(1, ψF,v∞) 6= 0, L(1, ψF,v∞) 6= 0.

以上のことは次の主張にまとめられる.

補題 6.21. AF を, CM体K の整数環を CMにもつ代数体 F ⊃ K 上定義された CM型アーベル多様体とする.

A/F が階数に関する BSD予想を満たすとする. この時, あるK の無限素点 v∞に対して, L(1, ψF,v∞) 6= 0であ
れば A(F )は有限群である.

以下,特にAの定義体としてKが取れるような場合を考える. すると,第 2節で固定していた ι∞◦τK : K ↪→ C
により K の無限素点が定まるので, これに関して ψK := ψι∞◦τK という代数的 Hecke指標を考える. 以上のこ
とを踏まえて, 定理 6.18を証明する.

証明. 初めに, AをK(λ∞)/K の有限次中間体 F に基底変換した AF を考える. すると, 定義から
ψF = ψK ◦NF/K

が成立する. このことから, Γ := Gal(F/K)としたときに次が成立する.

L(ψF , s) =
∏
ρ∈Γ̂

L(ψK · ρ, s),

ここで Γ̂は Γの Qに値を持つすべての位数有限指標全体とした. Aが, すべてのK での素点で良還元を持つこ
とにより ψK は導手 1であり, ψK ·N−1

K/Qは定理 6.12の仮定を満たすような Hecke代数的指標である. したがっ
て, 定理 6.12, 補題 6.21により,

{ords=1(L(A,F, s)) ∈ Z | F は任意のK(λ∞)/K の有限次中間体全体を走る.} ⊂ Z≥0

が有界であることが従う. そこで, 階数に関する BSD予想の仮定のもと,

{rankZA(F ) ∈ Z | F は任意のK(λ∞)/K の有限次中間体全体を走る.} ⊂ Z≥0

も有界な集合であるので, 命題が従う. □

この主張の系として, 次の主張を得る.

系 6.22. 上記の定理 6.18の仮定を満たすアーベル多様体A/K について, K の任意の λ外不分岐 Zl拡大体K∞

とすれば, (A(K∞) ⊗Zl
Ql/Zl)

∨ は, 自然に Zl[[Gal(K∞/K)]]加群となる. ここで ∨は Pontryagin双対である
とした. この時, この加群は有限生成ねじれ Zl[[Gal(K∞/K)]]加群である.

証明. [J18]Theorem 2.1.5により, 示すべき主張は, 任意の K∞/K の有限次中間体 F に対して rank Z(A(F ))

が F によらず一様に有界であることと同値であることが知られている. ゆえに, 定理 6.18により系の主張を得
る. □
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Appendix

Appendix A (対称テンソル加群のなす代数). Rを可換環とする. M を R加群として, n次の対称テンソルの
なす加群 TSymn

R(M), n ≥ 0を次のようにして定義する.

定義 6.23. Snを n次の対称群とする. M⊗n :=M ⊗R M . . .⊗R M をM の R上の n回テンソルにより得られ
る R加群とする. この時, a1 ⊗ . . .⊗ an ∈M⊗n, σ ∈ Sn として

σ · a1 ⊗ . . .⊗ an := aσ−1(1) ⊗ . . .⊗ aσ−1(n)

により, Sn のM⊗n への作用を定義する. この時,

TSymn
R(M) := (M⊗n)Sn = {m ∈M⊗n | σ ·m = m, σ ∈ Sn は任意.}

として R部分加群を定義する.

このようなものから, 次数付き R加群

TSym∗
R(M) :=

∞⊕
n=0

TSymn
R(M)

が定まる. この R加群はシャッフル積と呼ばれる積で次数付き R代数となる.

定義 6.24. m = m1 ⊗ . . . ⊗mk ∈ TSymk
R(M), m

′
= m

′

1 ⊗ . . . ⊗m
′

l ∈ TSyml
R(M) に対して, シャッフル積を

次のように定義する.

m ·m
′
:=

∑
σ∈Sk,l

σ(m⊗m
′
) ∈ TSymk+l

R (M).

ここで, Sk,l ⊂ Sk+l は
Sk,l := {σ ∈ Sk+l | σ(1) < . . . < σ(k), σ(k + 1) < . . . < σ(k + l)}

で定義する.

このようにして定義された, 対称テンソル加群のなす代数は, 次の分解公式を満たす.

補題 6.25. M , N を平坦 R加群とする. この時, n ≥ 0に対し, 次が成立する.

TSymn
R(M ⊕N) '

n⊕
k=0

TSymk
R(M)⊗R TSymn−k

R (N).

この同型は, 右辺から左辺へ, シャッフル積をとることにより与えられる.

証明. R加群M に対して, divided power包絡環 ΓR(M)がさだまる. M が R上平坦であれば,

TSym∗
R(M) ' ΓR(M)

が成立 ([De79]5.5.2.5, p 123参照).

ΓR(M ⊕N)に対して補題の性質が満たされること ([R63], III§7, p.256)より補題が従う. □

Appendix B (最大値原理). 付値体上の有限生成代数整域に対して, 次の最大値原理が成立する.

定理 6.26. J は付値体で乗法付値 | · |を持つとする. また, Rを有限生成 J 代数整域とする.

この時, Noetherの正規化定理により, ある J 上の多項式環 S := J [y1, . . . , ys]が存在して S ⊂ RでRは S上
整である. 特に, f ∈ Rに対して ai ∈ S, i = 1, . . . , nがとれ, f ∈ Rは

Xn + a1X
n−1 + . . .+ an = 0

の根となる.

すると, この ai, i = 1, . . . , nを用いて次が成立する.

sup
x∈Spm(R)

|f(x)| = max
i
{|ai|

1
i }
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ここで, Spm(R)は Rの極大イデアルよりなる集合で, 各 x ∈ Spm(R)に関して, f(x) := f mod x ∈ R/x ⊂ J
として定める. ただし, J は J の代数閉包, |ai|, ai ∈ S は多項式の Gaussノルムとした.

注意 6.27. 定理の左辺 supx∈Spm(R) |f(x)|を |f |と記述する.

まずは次の補題を証明する:

補題 6.28. f ∈ S に対して, ある x ∈ Spm(R)が取れて

|f(x)| = sup
x∈Spm(R)

|f(x)|

が成立する.

補題の証明 6.28. f = 0の場合は明らかなので f 6= 0として示す. まず, Gaussノルムの定義より, ある a ∈ J
に対して

|f | = |a|

となる. f を a−1f により変えることで
|f | = 1.

としてよい. f̃ を f の OJ/mj [y1, . . . , ys]への像とし, mJ を OJ の極大イデアルとする. この時, f̃ 6= 0 である
ので, OJ/mJ の有限次拡大体W を適切にとることで, (t̃1, . . . , t̃s) ∈W s が存在して f̃((t̃1, . . . , t̃s)) 6= 0.

すると, ある J の有限次拡大体M が存在して

x = (y1 − t1, . . . , ys − ts) ∩R

, t1, . . . , ts ∈M , かつ f(x) 6≡ 0 mod mJ が成立する. 従って, |f(x)| = |f | が成り立つ. □

この補題を使うことで, 定理を証明する.

定理の証明 6.26. 初めに, 補題から

|f(x)|n ≤ max
i
{|ai(x)||f(x)|n−i} ≤ max{|ai| sup

x∈Spm(R)

|f(x)|n−i}

が任意の x ∈ Spm(R)で成立するのはよい. 従って,

max
i
{|ai|

1
i } ≤ sup{|f(x)| | x ∈ Spm(R)}

が成立することを証明すれば十分である. 以下, Γ := Aut(R/S)とする. すると, ai は {fσ}σ∈Γ の内 i個の積を
とった線形和なので

|ai(x)| = |ai(y)| ≤ max{|fσ(x)|i}σ

がすべての x ∈ Spm(R), y := x ∩ S ∈ Spm(S)で成立する. すると,

sup
x∈Spm(R)

|f(x)| = sup
x∈Spm(R)

|fσ(x)|

がすべての σ ∈ Γで成立することが分かる. 従って,

|ai| ≤ sup
x∈Spm(R)

|f(x)|i

を得る. □
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6.5. Appendix C (補題 6.13の証明). この節では, CM型 ΣK である CM体K のHecke L函数について主結
果の証明において認めたことを証明する.

χを導手がKの整イデアル fを割り切るようなKの代数的Hecke指標とする. χの無限型を, 以下では β−α
, 但し β ∈ Z[ΣK ], α ∈ Z[ΣK ]とする.

次のような原始的でない (imprimitive) Hecke L函数を調べる.

Lf(χ, s) :=
∑
a∈If

A⊂OK

ι∞ ◦ χ(A)
N(A)s

, ここでN(A) := |OK/A|, If はK の分数イデアルで fと互いに素なもののなす群.

Pf := {(a) ∈ If | a ∈ K, a ≡ 1 mod ×f}と定義したとき,

Lf(χ, s) =
∑

[a]∈If/Pf

∑
b∈[a]
b∈OK

b は f と互いに素

ι∞ ◦ χ(b)
N(b)s

が成立する. 部分 L函数を
Lf(χ, s, σa) :=

∑
b∈[a]
b∈OK

b は f と互いに素

ι∞ ◦ χ(b)
N(b)s

とする. b ∈ [a], b ∈ OK であれば, b = aλ, λ ∈ a−1かつ λ ∈ Pfという λが存在する. したがって, λ ∈ 1 + fa−1.

λ1, λ2 ∈ 1 + fa−1 が λ1a = λ2a を満たしているとき, ある ε ∈ O×
K が存在して λ1 = λ2ε である. この εは

ε ∈ Γf を満たす.

以上より, 次の等式を得る.

Lf(χ, s, σa) =
∑
b∈[a]
b∈OK

b は f と互いに素

ι∞ ◦ χ(b)
Nbs

=
∑

l∈1+fa−1/Γf

ι∞ ◦ χ(a)
l
β

lαN(al)s

= ι∞ ◦ χ(a)N(a)−s
∑

l∈1+fa−1/Γf

l
β

lαN(l)s

したがって, 次の補題が成立する.

補題 6.29. χの導手が fを割り切るとする. また, Rf は If の部分集合で If/Pf の代表系となるものとする.

この時
Lf(χ, s) =

∑
a∈Rf

ι∞ ◦ χ(a)N(a)−sEβ,α(1, 0, fa−1; Γf)

が成立する.

この補題を基にして, 補題 6.13を証明する.

補題の証明 6.13. ここでは簡単のため, ρがすべてのK における l上の素点で分岐している場合に対して証明す
る. この場合では, F̃ρ−1 = Fρ−1 が成立することに注意する.

簡単のため,

C :=
(α− 1)!(2πi)|β|

ΩCM
αΩ∨

CM
β

と定義する.
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高次の Eisenstein数の定義を用いることで, 次の等式が成立する.

C−1

hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

si∈A[λn]

P iF̃ρ−1(si)EK
β,α−1
Γf,Ai

(f i[c], xi + si)

=
∑

t∈Γf\c−1A−1
i f/A−1

i f

(

hf∑
i=1

χ(Ai)
∑

si∈λ−nfA−1
i /fA−1

i

P iF̃ρ−1(si)f[c](−t)Eβ,α(t+ 1 + si, fAi
−1; Γf))

=

hf∑
i=1

χ(Ai)(
∑

si∈λ−nfA−1
i /fA−1

i

N(c)P iF̃ρ−1(si)E
β,α(si + 1, fA−1

i ; Γf)

−
∑

si∈λ−nfA−1
i /fA−1

i

P iF̃ρ−1(si)E
β,α(1 + si.c

−1fAi
−1; Γf)) (33)

ここで, 1行目から 2行目は, [KS24]の命題 4.6による 〈, 〉の計算から従う. 2行目から 3行目は f i[c] = Nc1e(R)−
1Ai[c] から従う. 等式 (33)における, 次の部分を計算すればよい.∑

si∈λ−nfA−1
i /fA−1

i

P iF̃ρ−1(si)E
β,α(si + 1, fA−1

i ; Γf) (34)

以下では, 簡単のため Γ := Γfとし, Γ
′
:= Γfλn とする. 上記の等式でEβ,α(1+si, fA

−1
i ; Γ) = [Γ : Γ

′
]−1Eβ,α(1+

si, fA
−1
i ; Γ

′
)により Γを Γ

′ に取り換えて計算すると, 次の式が得られる.

(34) = [Γ : Γ
′
]−1

∑
l∈1+λ−nfA−1

i /Γ′

P iFρ−1(l)lβ

lαN(l)s
|s=0 (35)

ここで, P iFρ−1 = P iF̃ρ−1 という λ−n ⊗ Zl ∩ (1 + λ−nfA−1
i )上で定義された局所定数函数のサポートを考える.

すると, このサポートは, 次のようになる.

1 +
∏

λσ∈Σl

λ−vσ
σ fAi

−1.

ここで, ρの導手∏
λσ∈Σl

λvσσ と定めた. 第 6.2節と同様にして, 次のように分解する.∏
λσ∈Σl

λvσσ = (a)b

,ここで a ∈ 1 + f, bは lと互いに素となるK の整イデアルをとる. この分解を用いて, P iFρ−1 のサポートは次
のように記述される.

1 +
∏

λσ∈Σl

λ−vσ
σ fAi

−1 = a−1(a+ fA−1
i b−1) = a−1(1 + fA−1

i b−1).

この時, A−1
i b−1 の元は λ 進的に整, すなわち OK,λ の元であることに注意する. そこで, 任意の l ∈ 1 +∏

λσ∈Σl
λ−vσ
σ fAi

−1 を λ = a−1ω, ω ∈ 1 + fA−1
i b−1 と記述することができる. さらに, Gauss 和の性質から

ω 6∈ O×
K,λ であれば P iFρ−1(a−1ω) = 0であることを踏まえれば次が従う.

P iFρ−1(a−1ω) = ρ−1(ω)P iFρ−1(a−1).

以上のことから次の等式を得る.

(34) =
aαP iFρ−1(a−1)

aβ
[Γ : Γ

′
]−1

∑
ω∈(1+fA−1

i b−1)/Γ′

ρ−1(ω)ωβ

ωαN(ω)s
|s=0

=
aαP iFρ−1(a−1)

aβ
(χρ−1(b))−1(χρ−1(Ai))

−1
∑

a∈[bAi]
a⊂OK

a:fλ と互いに素

χρ−1(a)

N(a)s
|s=0

ここで, 最後の等式は補題 6.29と同様. [bAi]は If/Pfにおいて定まるイデアル bAiの同値類とした. ρの定義か
ら, ρ(Ai) = 1であることを踏まえて, (34)式を (33)に代入することで求める等式を得る. □
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