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概要

近年、深層学習をはじめとした機械学習手法は急速な進化を続けている。例としてメディアデータの生成が可能な拡散
モデルや、自然なコミュニケーションが可能な大規模言語モデルが登場しており、幅広い分野において大きな影響を及
ぼしている。また、従来の深層学習とは異なるアーキテクチャーをもつモデルとして、Kolmogorov–Arnold Network

(KAN)が注目され、それをベースとしたモデルが立て続けに提案されている。しかしながら、社会科学における応用は必
ずしも進んでいるとはいえず、その応用可能性は不明瞭である。そこで本研究では、まずここまでの深層学習の発展につ
いて網羅的に俯瞰した上で、KAN を使用した将来購買の予測を行うとともに、モデル探索を通じて各パラメーターの効
果について検証する。また、KAN の有用性の一つである活性化関数の可視化を通じて、マーケティング分析への応用可
能性を検討する。
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Abstract

In recent years, deep learning has evolved rapidly, making a significant impact across a wide range of fields. For

examples, generative models can produce media data, including audio and video, while large-scale language models

are capable of communicating with us in the natural way. In addition, a model with a different architecture from

conventional models, referred to as Kolmogorov–Arnold Network (KAN), has attracted attention. However, its

application in the social sciences has been limited and remains unclear. Therefore, in this study, we first provide

a comprehensive overview of the development of deep learning up to this point, then predict future purchases

using KAN, and verify the effect of each parameter through model exploration. Furthermore, by visualizing the

activation function which is one of the usefulness of KAN, we examine the potential application in marketing

analysis.
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1 はじめに
近年、深層学習をはじめとした機械学習手法は急速な進化を続けている。例として画像や動画などのメディ
アデータの生成までが可能な拡散モデル (Ho et al., 2020) や、自然なコミュニケーションの可能な大規模言
語モデル (Large Language Models, LLM)が登場しており、単なるアプリケーション等の創出にとどまらず、
社会全体の働き方や意思決定プロセスに変革をもたらすなど、幅広い分野において大きな影響を及ぼしてい
る。特に Transformer (Vaswani et al., 2017) やそれに基づく BERT (Devlin et al., 2019)等から、アーキ
テクチャーの複雑化とパラメーターの大規模化を伴う発展が続いている。
マーケティング分野でも、企業では自社顧客に関する行動ログの収集基盤の構築が進むとともに、顧客への
パーソナライゼーション等のための分析が発展してきた。伝統的には、戦略策定への活用を目的として解釈可
能性の高いパラメトリックなモデルが好まれるが、その高い予測性能から機械学習も盛んに取り入られている。
主要なタスクとしては、情報推薦の一環として、過去に収集された行動や嗜好からのパーソナライゼーショ
ンに基づくターゲティングや、製品・サービスのレコメンデーションがある (Ma and Sun, 2020)。特に、顧
客の行動的／態度的なロイヤルティの高さを適切に把握することは、顧客関係管理 (Customer Relationship

Management, CRM) の文脈で重要な課題であり (Jacoby and Chestnut, 1978)、それらの情報予測のため
に機械学習手法は活用されてきた。また、自然言語処理 (Natural Language Processing, NLP) の一環とし
ての、オンライン上の電子口コミ（electronic word-of-mouth, eWOM）を用いたセンチメント分析等は、特
に機械学習を用いることに高い有用性がある (Yadav and Vishwakarma, 2020)。また、近年では価格の最適
化やサプライチェーンの管理など、より幅広い領域で用いられている (Ma and Sun, 2020; Ngai and Wu,

2022)。しかしながら、そこにおける課題はやはり解釈可能性である。つまり、深層学習をはじめとした主要
な機械学習モデルはその多くが非常に複雑な構造をもつがゆえに、解析結果に対する説明性が著しく低いこと
や、収集されたデータのバイアスをどの程度反映しているかが不明瞭であることなどの問題が指摘されてきた
(Volkmar et al., 2022)。
このように、機械学習分野の発展とそのマーケティング応用は、必ずしも互いに呼応しあって進んできた
とは言いがたい。しかしながら、これまでの深層学習の多くが順伝播型ネットワーク (Feed-Forward Neural

Network, FFNN) やMulti-Layer Perceptron (MLP; Rumelhart et al., 1986a) 等*1 を基本に発展してきた
のに対して、それとは全く異なる構造をもつ Kolmogorov-Arnold Networks (KAN; Liu et al., 2024) が提案
され、深層学習分野で大きな関心を集めている。KANでは、そのアーキテクチャーが従来のMLPと異なる
だけでなく、各変数が目的変数に与える影響についても可視化することが可能であるという意味で、従来手法
より高い解釈可能性を持っているとされる (Liu et al., 2024)。もちろん、KANは提案されて間もないモデル
であり、特に社会科学分野における応用はほとんどないことから、その応用可能性は未知数である。
そこで本研究では、KANやその理論的背景について整理した上で、マーケティング解析への応用を行い、
その解析例からモデルの有用性について検討する。以降の構成として、第 2節ではここまでの深層学習の発展
について俯瞰し、第 3節で理論的背景から KAN を導入する。それらに基づいて第 4節で提案モデルを構築
し、実データを用いた解析とモデルの可視化を行う。最後に、第 5節で解析から得られた示唆と本研究の限界
をまとめる。

*1 本研究では再起型や畳み込み型を含めさまざまな構造の深層学習を整理するため、特にノード間の計算の方向が重要となる場合に
FFNNという表記を用いる。
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2 深層学習領域の俯瞰的整理
KAN の構造を整理するのに先立ち、これまでの深層学習の流れを確認する。そもそも深層学習 (Deep

Learning; Bengio et al., 2017) は、潜在変数を階層的に重ねた深層構造と、非線形関数を用いた活性化を組み
合わせたアーキテクチャーを持つ。現在の深層学習において最も基本的なモデルであると考えられるMLP*2

では、特徴抽出により目的変数に関連する複雑な特徴量の学習が可能であり、従来的な機械学習手法と比較
して非線形関数への高いフィッティング能力を示す。主な活性化関数として sigmoid 関数や rectified linear

unit (ReLU)、hyperbolic tangent (tanh)等が用いられる。
のちの KAN の構造と対比するため、ここで MLP の順伝播計算の構造について概説する。L 層の隠れ層
と、入力層 l = 0を含むある層 l = {0, 1, 2, · · ·L}に Jl 個のニューロンを持つMLPにおいて、第 l層 jl 番目
（ここで jl = {1, 2, · · · , Jl}）のニューロンの状態 hl,jl から第 l + 1層 jl+1 番目のニューロンの状態 hl+1,jl+1

への計算は、パラメーターとして hl,jl から hl+1,jl+1
へのウェイト wjl,jl+1

と層全体のバイアス bl、各層 l に
ついて固定的に設定された活性化関数 ϕl(·)を用いて、

hl+1,jl+1
= ϕl

 Jl∑
jl=1

wjl,jl+1
hl,jl + bl

 (1)

となる。つまり上位の隠れ層の状態計算は隠れ層 l の全ニューロン hl = (hl,1, hl,2 · · ·hl,J0
)のアフィン写像

と非線形活性化の組み合わせによって行われる。行列表現とするならば内積を用いて

hl+1 = ϕl(Wlhl + bl) (2)

である。さらにMLP全体では、入力層を l = 0とすれば h0 = xより、

MLP (x) = ϕL(WL · · · ϕ2(W2 ϕ1(W1 ϕ0(W0x + b0) + b1) + b2) · · · + bL) (3)

となる。
マーケティング応用では、スマートフォンの非契約型かつ Free-to-Play (F2P) なゲームアプリにおける顧
客生涯価値 (Customer Lifetime Value, CLV) としてのアプリ内購買額をMLPにより予測した研究 (Chen

et al., 2018)や、購買予測においてMLPと回帰分析それぞれでその精度や特性を比較しMLPの比較的単純
な特徴抽出手法の限界を指摘した研究 (新美・星野, 2017b) がある。特定の分布を仮定しないフィッティング
であることから、時間や金額などマーケティング分野の中でも比較的大きなスケールの変数を対象とした解析
に用いられることが多い。
その後は、画像等の 2次元データを想定した Convolutional Neural Network (CNN; LeCun et al., 1995)

や、時系列データへの適用を目的として再帰的な構造をとる Recurrent Neural Network (RNN; Elman,

1990; Jordan, 1997) などデータの形状に合わせたアーキテクチャーの設計に、その発展系としての Long

Short-Term Memory (LSTM; Hochreiter and Schmidhuber, 1997)や Gated Recurrent Unit (GRU; Cho

et al., 2014) 等が続いた。画像処理分野は CNN から深層化した VGG-16 (Simonyan and Zisserman,

*2 もちろん MLP の確立には、backpropagation (Rumelhart et al., 1986b) から、Restricted Boltzmann Machine (RBM;

Smolensky et al., 1986; Hinton and Salakhutdinov, 2006; Larochelle and Bengio, 2008) 、さらにはDeep Belief Network

(DBN; Hinton et al., 2006) 、あるいはその学習のための greedy layer-wise training (Bengio et al., 2006) までの貢献が欠
かせない。
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図 1 Attention Mechanism
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図 2 Multihead Attention
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図 3 Transformer Encoder

2014) や Inception モジュール (Szegedy et al., 2015)、ノード間の接続の工夫としての残差接続 (Residual

Connection; He et al., 2016)等により発展してきた。
マーケティング分野において解析に用いる行動ログはパネルデータ（多エンティティ多変量時系列データ）
として得られることが多いため、RNNやその発展モデルを用いた応用研究が盛んである。例として、ECサ
イトで収集された Clickstream dataを用いて、あるセッションが購買・ショッピングカートの放置・閲覧の
みのどの状態で終了するかを予測した研究 (Toth et al., 2017)や、金融サービスの利用状況を月次レベルの
RFM に要約した時系列データを用いて、LSTM により離脱を予測した研究 (Mena et al., 2019) 、複数の
RNN系手法による Clickstream dataからの購買予測にあたりMLPや Random Forest等とその精度を比較
した研究 (Koehn et al., 2020)、さらに時系列データの解析における単位時間（時系列的な粒度）が予測精度
に及ぼす影響を検証した研究 (新美, 2021) 等がある。また CNNを用いたものには、ECサイトからデータを
収集し、地域・カテゴリ・ブランド・商品について作成した時系列データを 4チャンネルの 2次元データとみ
なして販売量を予測した研究 (Pan and Zhou, 2020)や、従来的な構造化データに加えて、金融サービスプロ
バイダーにおいての顧客とアドバイザーの間で交わされたメッセージ文書のテキスト情報を投入して、サービ
スからの顧客の離脱を予測した研究 (De Caigny et al., 2020) 等がある。
それらデータの形状に合わせた構造の設計がひと段落すると、そこからは特徴抽出の方法によるブレイクス
ルーが続いた。例として、attention mechanism (図 1; Bahdanau et al., 2015) では、入力から生成される
Query、Key、Valueに基づき、特徴量の重要度に加重をかけることにより、情報を選択的に用いることが可
能である。特に、複数の attention機構を並列的に組み込むことにより（図 2）構築された Transformer (図
3; Vaswani et al., 2017) は、入出力の間の大域的な依存関係を見出すことが可能であるという点で、それま
での手法と比較しても高い予測能力を示し、さまざまな分野で Transformer をベースにしたモデル提案や応
用が行われてきた。*3

*3 図 1-3はいずれも Vaswani et al. (2017)、新美 (2024)を参考に著者らが作成。
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また、深層学習分野の重要な手法の一つにマルチモーダル深層学習 (Multimodal deep learning; Ngiam

et al., 2011; Srivastava and Salakhutdinov, 2012) がある。マルチモーダル学習では、マルチソースデータ
や異なる種類のモダリティを組み合わせて予測や分類等のタスクを行う。深層学習による一般的なマルチモー
ダル学習は、各データセットに固有の隠れ層を用いた処理を行った上で、より上位の隠れ層でそれらの特徴量
を serial feature fusionにより横方向に結合し joint representationとする intermediate fusionを用いて行わ
れる (Ramachandram and Taylor, 2017)。異なるモダリティからの情報の組み合わせや関係性に基づく特徴
量の作成で、より頑健なモデル構築が可能である (Ngiam et al., 2011)。
マーケティング領域では統計的データ融合 (Statistical data fusion; Kamakura and Wedel, 1997) の文
脈で似たような試みが複数存在する*4。例として、Deep Boltzmann Machine (DBM; Salakhutdinov and

Hinton, 2009) を欠損データに対応するよう拡張した発展モデルにより購買履歴／調査回答のマルチソース
データから情報予測を行った研究 (新美・星野, 2017a)や、企業の外部／内部の情報をマルチソースデータと
して構造化／非構造化データのそれぞれを最適なアーキテクチャーにより処理しながら LSTMにより時系列
的な情報予測を行う研究 (Pan et al., 2020) がある。また、明示的なマルチモーダル学習として、動的な特徴
量としてのオンライン上の閲覧履歴と、静的な特徴量としての顧客のプロフィール情報のマルチモーダル学習
により購買を予測した研究 (Kim et al., 2023) がある。
しかしながら、それら単純な特徴融合においては、各モダリティから出力された特徴量が全て同じウェイト
で評価されることから、モデル規模の増大に対して必ずしも効率的な解析が行えないという問題が指摘されて
いる (Niimi, 2024b)。先述の Transformer はマルチモーダル学習にも多大な貢献をしており、Attention や
Transformerを用いることにより、一方のデータセットの内容に基づき他方のデータセットから情報を選択的
に抽出する cross attention等を用いたモデルも数多く提案されている (e.g., Choi et al., 2018; Yoon et al.,

2019; Zadeh et al., 2018; Niimi, 2024b)。マーケティング分野においては、月次集計のクレジットカードの
利用履歴を Bidirectional LSTM (Bi-LSTM; Graves and Schmidhuber, 2005)に入力した上で、Attention

機構により顧客のデモグラフィック情報とマルチモーダル学習することにより顧客のスコアリングを行った
研究 (Ala’raj et al., 2021) や、スマートフォンでの ECアプリの利用にあたり、閲覧／操作履歴それぞれの
階層的な attention構造により購買意図をリアルタイムに予測した研究 (Guo et al., 2019)、さらに日次単位
で集計したアプリ利用ログとユーザーの調査回答データを Source–Target Attention Transformer と特徴融
合によりマルチモーダル学習した研究 (新美, 2024) がある。このように、マーケティング領域のマルチモー
ダル学習では、明確に画像等のメディアデータと組み合わせてモデルを構築するというよりは、同じ tabular

dataであっても異なる状況や手法により収集され統合されたデータを融合して予測に用いることが多い。明
確に異なるモダリティの同時学習という点では、BERTで分散表現化したオンラインプラットフォーム上の
ユーザーレビューの文書とユーザープロフィールを Cross Attention Transformerで融合し、顧客のレストラ
ン評価を予測した研究 (Niimi, 2024b) や、SNSに投稿されたテキストと画像の Source–Target Attentionに
よる同時学習から、災害時に有用な情報かどうかを分類した研究 (Khattar and Quadri, 2022)等がある。
また、Transformerのもう一つの大きな貢献に、言語モデルの発展がある。これまで自然言語処理 (Natural

language processing, NLP) 分野では、テキストをいかにベクトル空間に写像し解析に投入するかが課題で
あり、それに関してさまざまな手法が提案されてきた。代表的なものに Bag-of-Words (Joachims, 1998) や
term frequency–inverse document frequency (TF-IDF; Sparck Jones, 1972)、word2vec (Mikolov et al.,

*4 ここで「統計的」と表記されるのは、特に情報工学分野において深層学習等を用いたmultisensor data fusionという類似した領
域が存在するためである。
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2013) ／ Doc2vec (Le and Mikolov, 2014) 等がある。しかしながら、これら比較的シンプルな手法におい
ては、文章中での他の単語との関係性としての文脈 (context) を考慮できないことにより、ある単語には
常に一意の値が付与されるという意味での多義性の問題が指摘されてきた (Peters et al., 2018)。そのよう
ななか、Transformer のエンコーダー部分のみを組み込んだ Bidirectional Encoder Representations from

Transformers (BERT; Devlin et al., 2019) やその発展手法 (Liu et al., 2019; Sanh et al., 2019)、あるいは
デコーダー部分のみを組み込んだ Generative Pre-trained Transformer (GPT; Brown, 2020) では、単語の
意味を文脈に応じて柔軟に変化させる deep-contextualized word representation (Peters et al., 2018) を獲
得できるようになった。BERTも GPTも基本的なタスクには高い精度を発揮するが、なかでも BERTは双
方向性の文脈理解に基づく文書の分散表現化に、一方の GPTは単語予測に基づく自然な文書生成に強みをも
つ。マーケティング関係の応用研究としては、特にアノテーションやセンチメント分析 (Van Atteveldt et al.,

2021) において、LLMにプロンプト（指示文）を与えて分類や回帰を行う手法が模索されている (Krugmann

and Hartmann, 2024)。例として、LLMを用いたチャットサービス ChatGPT (https://chatgpt.com) 上で
の提供モデル gpt-3.5-turbo やファインチューニング済みの BERT等を用いて、センチメント分析を含む複
数の解析を通じてその有用性を検証した研究 (Wang et al., 2023)や、zero-shotの言語モデルでも Amazon

Mechanical Turk (MTurk) のワーカーを平均 25% 上回る精度でタスクを実行可能であることを示した研究
(Gilardi et al., 2023)、さらにはオンラインプラットフォーム上に投稿されたレストランに関するレビュー文
書の観点別センチメント分析にあたり、パラメーター数が 80億程度の LLMで推論を複数回繰り返して結果
の多数決を取ることにより、700億パラメーターのモデルの単一の推論結果よりも高精度に予測を行う頑健な
モデル構築が可能であることを示した研究 (Niimi, 2024a) などがある。これらの多くにおいて、LLM は伝
統的な NLP手法である VADER (Hutto and Gilbert, 2014) 等を上回る精度を示している。また、近年では
単純なコミュニケーションや回帰・分類タスクにとどまらず、テキストデータからの Information Retrieval

を目的とした検索拡張生成 (Retrieval-Augmented Generation, RAG; Lewis et al., 2020) 等の提案も続いて
いる。
このように、深層学習は 1980年代の理論的基盤の構築と 2000年代の計算資源の発達により、20年ほどで
爆発的な進歩を遂げた。先にも書いたとおり、基本的にはそのほとんどがMLPの構造を基本として発展的に
提案されてきたものである。

3 Kolmogorov–Arnold Networkの導入
3.1 Kolmogorov–Arnold Representaiton Theorem

KANの導入にあたり、KANが理論的に依拠するとされるコルモゴロフ・アーノルド表現定理 (Kolmogorov–

Arnold Representaiton Theorem, KART; Kolmogorov, 1956; Arnol’d, 1957)*5 について述べておく。こ
の定理は、J0 個の入力 x = (x1, x2, · · · , xJ0

)をとる滑らかな多変数連続関数 f(·)が、それらの各単変数を入
力にとる複数のより単純な連続関数の合成関数で表現可能であることを示したものである。具体的には、内部
関数 ϕq,p と、外部関数 Φq の組み合わせであり、ここで p = {1, 2, · · · , J0}かつ q = {1, 2, · · · , 2J0 + 1}、つ
まり元の非線形関数に入力される変数の数 J0 に依存して (p, q)の上限が決定される*6。複数の発展形はある

*5 本研究においても KART の概要には触れるが、より詳しい解説は近年の KAN 発展モデル内のレビューを参照されたい (e.g.,

Schmidt-Hieber, 2021)。
*6 当然ながら、ある関数を q = {1, 2, · · · , 2J0 + 1}で表現可能であることは、直ちに関数 Φq を q = 2J0 + 1まで使わなければい
けないことを意味しない。これは表現すべき関数の複雑さに依存する。
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ものの (e.g., Lorentz, 1962; Ostrand, 1965; Sprecher, 1965)、本研究では最も基礎的な形式についてその構
造を整理する。まず定理で示される関数 f(·)の構造は、*7

f(x) =

2J0+1∑
q=1

Φq

(
J0∑
p=1

ϕq,p(xp)

)
(4)

となっている。ここで ϕq,p : [0, 1] → R であり、すなわち関数 ϕq,p(xp) は入力 xp ∈ [0, 1] を実数空間 R に
写像する。次に、ある q における ϕq = (ϕq,1, ϕq,2, · · · , ϕq,p) の総和をとる関数 Φq(·) を用いる。ここで
Φq : R → Rであり、実数空間上の任意の値を別の実数値に写像する。そして、それらΦ = (Φ1, Φ2, · · · , Φq)

の和をもって元の関数 f(·)を表現可能とする。つまり、本定理は連続多変数関数を複数の単変数関数の 2段
階の合成により記述可能であることを示している。Schmidt-Hieber (2021)でも指摘されているとおり、この
計算過程は各変数からの入力に関数を適用しつつ合計していくという意味で、ニューラルネットワークに類似
した構造として解釈することも可能である。もちろん、活性化と合計の順序が入れ替わっていることから厳密
には MLP と異なるが、少なくとも、その構造からは本定理における近似表現自体が深層学習のアーキテク
チャーと部分的には類似していることが理解でき、応用可能性の高さが示唆される。
とはいえ、このように非線形な連続関数に対する高い表現力を担保可能な KARTが機械学習分野において
長らく注目されてこなかった理由の一つに、任意の連続関数への応用可能性はあくまでも限定的だと考えられ
てきたという点がある。たとえば、KART では扱う対象としての関数の滑らかさ (smoothness) が前提とさ
れており (Akashi, 2001; Poggio et al., 2020)、かつ内部関数 ϕ(·)の合成により外部関数 Φ(·)への入力時点
ですでに関数の滑らかさが失われてしまう可能性も指摘されている (Schmidt-Hieber, 2021)。しかしながら、
本定理を深層学習的な手法に拡張した KANを皮切りに、後述するような手法によりそれらの課題が部分的に
も解決されつつある (Schmidt-Hieber, 2021; Bozorgasl and Chen, 2024)。

3.2 Kolmogorov–Arnold Networkへの拡張
KART の深層学習への拡張は KAN 以前にもさまざま検討されてきた (e.g., Lin and Unbehauen, 1993;

Köppen, 2002; Polar and Poluektov, 2021)。それでも、KARTを用いた機械学習手法が大きく注目を集め
たのは、本研究でも用いる KAN (Liu et al., 2024) の提案からといえる。というのも、Liu et al. (2024)は
過去の類似モデルが KARTの隠れ層 2層 (ϕ,Φ)、幅 q = 2J0 + 1構造に固執するあまり、ニューラルネット
ワークの最新の知見を活用できていないことを限界として指摘している。そこで KANでは、KARTの思想
をベースにMLPの構造を発展させ、KARTの計算構造を実証モデルとして L層 J ニューロンに一般化する
ことが試行されている。以降では KANのモデル構造について Liu et al. (2024)を中心に整理する。
そもそも、KANも FFNNと同様に順伝播型のネットワークである。ここで 2層の隠れ層をもつ KANを

FFNNの形で解釈したアーキテクチャーを図 4に示すと*8、単一の入力変数それぞれが非線形関数により直
に活性化され、それらの線形和をとる計算の繰り返し構造であることがわかる。以降これを L 層に一般化
し、ある l 層が保有するノード数を Jl とする。l 層のあるノード hl,jl から上位の別のノード hl+1,jl+1 への
エッジで適用される活性化関数を ϕl,jl,jl+1

とする。MLP（cf. 第 2 節）と同様に l = {0, 1, 2, · · · , L} かつ
jl = {1, 2, · · · , Jl}であり、隠れ層は L層より J0 はモデルがとる説明変数の数を表す。

*7 以降 KART の計算過程は基本的に Liu et al. (2024) を参考に作成。ただし、本研究の他の式との整合性をとるため一部の記号
は変更している。

*8 Liu et al. (2024) を参考に著者らが作成。整理のため、KARTでいう q = 1のみ表示を濃くしている。
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図 4 KANのアーキテクチャー (浅いネットワーク)

これらの定義から、l + 1層のノード jl+1 への順伝播方向の逐次計算は

hl+1,jl+1
=



Jl∑
jl=1

ϕl,jl,jl+1
(hl,jl) (if l > 0)

J0∑
j0=1

ϕ0,j0,j1(xj0) (otherwise)

(5)

となる。つまりモデルKAN(·)はその階層構造より、

KAN(x)

=

JL∑
jL=1

ϕL,jL,1

 JL−1∑
jL−1=1

ϕL−1,jL−1,jL

 JL−2∑
jL−2=1

. . .

J2∑
j2=1

ϕ2,j2,j3

 J1∑
j1=1

ϕ1,j1,j2

 J0∑
j0=1

ϕ0,j0,j1(xj0)


(6)

と表現できる。これを行列表現にするには、l層の活性化関数行列 ϕl を用いて

hl+1 = ϕlhh =


ϕl,1,1 ϕl,1,2 · · · ϕl,1,jl+1

ϕl,2,1 ϕl,2,2 · · · ϕl,2,jl+1

...
...

...
ϕl,jl,1 ϕl,jl,2 · · · ϕl,jl,jl+1

hh (7)

であり、したがってモデルKAN(·)の入出力は

KAN(x) = (ϕL ◦ ϕL−1 ◦ · · · ◦ ϕ1 ◦ ϕ0)x (8)

となる (cf. Liu et al., 2024; Bozorgasl and Chen, 2024; Drokin, 2024)。
ここまでに整理したことからもわかるように、構造が決定されてからの KANの順伝播計算は、深層学習の
行列計算に慣れていればむしろ単純ともいえるものである。しかしながら、KARTから KANへの拡張にあ
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たっての最大の課題はその非線形関数 ϕ(·)の表現方法である。KARTにより保証されているのはあくまでも
任意の滑らかな多変数連続関数を近似可能であることのみであり、実際の動的な学習構造やパラメーターの推
定方法は新たに構築する必要がある。その方法はさまざま考えられるが、KANではスプライン関数 (Spline

function; De Boor, 2003) を採用している。スプライン関数では空間を x軸方向 K 区間に分割し、各区間内
の関係性は d次関数により表現される。ある区間 k（ここで k = {1, 2, · · · ,K}）内での x軸上の相対位置を
用いた基底スプライン関数 Bk,d(·)は

Bk,d(x) =


(

x− tk
tk+1 − tk

)d

(if x ∈ [tk, tk+1] )

0 (otherwise)

(9)

となる。ここで tk は区間 k − 1と区間 k の境界（ノット）を表し、よって任意の k について常に tk < tk+1

である。簡単のため d = 0とすれば、

Bk,0(x) =

{
1 (if x ∈ [tk, tk+1] )

0 (otherwise)
(10)

であり、基底スプラインは区間の中で常に一定の値をとる。区間全体にわたるスプライン関数 Sd(·) は、ある
区間 k においてのみ有効なパラメーター ck を用いて

Sd(x) =

K∑
k=1

ckBk,d(x) (11)

と表現可能である。隣り合う区間の関数同士はノット上で同値を取るため、スプライン関数は定義域全体にわ
たって連続である。

KANの実際の活性化関数 ϕ(·)は、式 11に加えて、残差接続に似た関数として Sigmoid-weighted Linear

Unit (SiLU; Elfwing et al., 2018) とスケールパラメーター (wb, ws)を用いて、

ϕ(x) = wbSiLU(x) + wsSd(x) (12)

where SiLU(x) = x
1

1 + e−x
(13)

としている（cf. De Boor, 2003; Liu et al., 2024）*9。

3.3 MLPと KANの比較
ここまでに KANの根底にある KARTと、モデルの基本的な設計思想について整理した。従来的なMLP

との差異について Liu et al. (2024) を元に整理すると、MLPではあくまでもニューロン上に学習可能な線形
パラメーター（ウェイト／バイアス）が配置されており、入力の線形加重和をとった上で、事前に設定された
非線形関数による活性化が行われる。一方の KANでは、ウェイトやバイアスを持たず、入力は 1変数ごとに
処理され、スプライン関数により区間ごとに学習可能な関数で表現される。そして単純な総和により上位ノー
ドの値が決定される。それらを比較した表 1 からも、従来の深層学習のアーキテクチャーとは大幅に異なる
形で構築されていることがわかる。

*9 式 (12)は元論文 Liu et al. (2024) Eq.(2.10)から作成しているが、当該の式は arXiv v4 (published in 16 Jun 2024, UTC)

で修正されていることに注意されたい。
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表 1 Comparison between MLP and KAN

MLP KAN

Expression (from hl to hl+1) hl+1 = ϕl(Wlhl + bl) hl+1 = ϕlhh

Parameters (e.g., weights, biases) linear, trainable none†

Activation functions nonlinear, constant nonlinear, trainable

† As shown in Eq.(12), KAN obviously contains the trainable scale parameters (wb, ws) in the activation
function ϕ(·); however, these weights are redundant as they are substantially absorbed into the SiLU and
Spline functions (Liu et al., 2024).

本来の KARTにおいて近似対象となる関数は有界領域にあることが前提とされるが、KANではスプライ
ン上の各区間を有界領域として区間ごとに非線形関数を推定することにより、有界領域の連続としての定義域
の一般化を実現していると推察される。この構造の利点として、第一には関数表現の近似にあたっての局所的
な制御が可能であることが挙げられる。また、従来的なMLPでは入力行列に対して線形加重和を行った上で
さらに活性化するが、KANではスプラインを用いることにより重み行列を持たず、単変数の活性化関数に直
接学習させる。MLPにおいて、活性化関数はハイパーパラメーターとして固定的に設定され、すなわち学習
の過程を通じて一定である。これは最適な活性化関数の選択のために網羅的な探索が必要となることを意味し
ている。別の利点として、深層構造でも各レイヤーにおいては常に単変数の計算となるため、解釈性が高まる
点についても強調されている。
一方で、モデルの学習にあたっては、高次元データでの次元の呪い (curse of dimensionality)に陥りやすい
ことも指摘されている (Liu et al., 2024)。特に、スプライン関数の推定は計算負荷が高いことから、エポック
あたりの計算が遅いことが指摘されている (Liu et al., 2024; Cheon, 2024)。ただし、MLPと比較してモデ
ル規模や一般化可能性の観点で効率的である可能性から、MLPより少ないエポック数やパラメーター数で高
い予測精度を達成できるという指摘もある (Lobanov et al., 2024)。実際、KANとMLPを機械学習、NLP、
数式表現など 5つの分野で比較した研究 (Yu et al., 2024) によれば、モデル間のパラメーター数と計算性能
(FLOPs)を統制した総合評価により、性能はMLPに劣るものの、一方で総合的な学習時間や解釈性の点で
優れていることが示されている。しかしがら、根本的な構造が異なる以上、パラメーター数を揃えることにど
の程度の意味があるかは疑わしく、むしろ計算時間を揃えた場合の予測精度の比較が重要になるのではないか
とも考えられる。

KAN をベースとした発展手法も 2024 年のうちに立て続けに提案されている。代表的なものに、活性化
後の値をマスキングすることによる Dropout機構の導入 (Altarabichi, 2024)、時系列分析への応用 (Genet

and Inzirillo, 2024; Vaca-Rubio et al., 2024; Xu et al., 2024)、畳み込み構造の導入 (Bodner et al., 2024;

Drokin, 2024)、Graph Networkへの拡張 (Kiamari et al., 2024; Bresson et al., 2024)、スプライン関数の
wavelet 関数への置換 (Bozorgasl and Chen, 2024) やチェビシェフ多項式への置換 (Sidharth, 2024) 等が
ある。さらに、KANの応用研究も少しずつ進んでいる。例として、リモートセンシング分野 (Cheon, 2024)

や、スペクトラル解析 (Lobanov et al., 2024)、量子アーキテクチャ探索 (Kundu et al., 2024) に用いられて
いる。ここに挙げたほとんどの文献は preprint段階であることには留意が必要であるものの、一方でモデル
提案から間もなくこれだけの発展モデルや応用研究が進んでいる点は強調しておきたい。
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4 実データ解析
4.1 解析の概要
本研究では KANのハイパーパラメーターの設定によりモデルの汎化性能がどのように変化するのかを網羅
的な分析により明らかにする。具体的には、異なる設定の複数の KANを用いて、ある 1ヶ月の購買状況をも
とに翌月の購買金額を予測し、その結果を比較する。解析に用いる実データには、オープンデータとして提
供されている海外の大手家電量販店の ID-POS (REES46 Marketing Platform, 2020) を用いる。本データは
マーケティング・プラットフォームである REES46 (rees46.com) により収集され、2020年 4月から 11月ま
でのオンラインストアでの 260万件の商品購買が収録されている。2020年 8月の購買履歴から特徴量を作成
し、翌 8月の購買金額を予測する。使用する変数の詳細と要約統計量をを示した表 2を元に、サンプルサイズ
nのデータセット D = {(xi, yi)}ni=1 で説明変数 xi = (xi,1, xi,2, ..., xi,J0) ∈ Xと目的変数 yi ∈ Yとすれば、
本研究では n = 6000、m = 8、J0 = 5である。標準化前の要約統計量からは、特に金額について上方向に外
れ値が存在していることがわかる。

表 2 Variable Descriptions and Summary Statistics (m = 8)

Variable Name Mean Std Min Median Max Details

Target Variable

TotalAmountm+1 882.690 1495.986 0.440 407.360 22433.439 Total amount spent in the next month.

Explanatory Variables

TotalAmountm 1044.777 1584.217 0.900 539.300 29298.689 Total amount spent.

nPurchasesm 2.774 3.007 1.000 2.000 52.000 Total number of purchases.

nCategoriesm 2.394 2.398 1.000 1.000 29.000 Total number of categories purchased.

nBrandsm 2.944 3.378 1.000 2.000 52.000 Total number of brands purchased.

nProductsm 2.449 2.518 1.000 1.000 31.000 Total number of items purchased.

学習中の検証と学習後のテストにサンプルのうち 15%を抽出し、学習には残りの 4200サンプルを用いる。
学習にあたって early stopping (Prechelt, 1998) は適用せず 100 Epoch まで行う。ただし、最終的な予測
精度は学習中に validation lossの最も低下した時点のパラメーターを用いて算出した train loss、validation

loss、test lossを用い、評価には test loss (汎化誤差)を用いる。
各ハイパーパラメーターの設定が及ぼす効果を確認するため、表 3に示す条件に基づきグリッドサーチによ
る探索を行う（特徴量の標準化については次節を参照）。次元数 dや区間数K、隠れ層の規模に加えて、主要な
最適化手法として確率的勾配降下法 (Stochastic Gradient Descent, SGD; Bottou, 2012)、Adam (Kingma

and Ba, 2014)、Adamax (Kingma and Ba, 2014)、AdamW(Loshchilov, 2017)を用いる。また、学習中の
learning rate の調整のため、線形／指数関数型の Scheduler を導入した場合の変化についても検証する。そ
れぞれのカテゴリカルな条件から、探索する総モデル数は 7200件である。
さらに、提案モデルの有用性を検証するため、複数の参照モデルで提案モデルと同一の解析を行い、その
精度を比較する。まず、一般的な MLP として、隠れ層にそれぞれ Rectifier Linear Unit (ReLU) ϕ(R) と
hyperbolic tangent (tanh) ϕ(T ) を採用した Feed-Forward な MLP を構築する。活性化関数の構造はそれ
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表 3 Hyper-parameters for the Proposed Model

Parameters Candidates

Constant

Batchsize 64

# of Epochs 100 (early-stopping is not applied)

Loss Function MSE

Evaluation Test loss in RMSE when validation loss hits lowest

Explored

# of Dimensions in Splines (d) { 1, 2, 3, 4, 5 }
# of Grids in Splines (K) { 10, 20, 50 }
A Size and Depth of Hidden Layer(s) { (3), (5), (10), (50), (5, 3), (10, 5), (20, 10, 5), (50, 20, 10) }
Optimizer { SGD, Adam, Adamax, AdamW }
Scheduler { None, Linear, Exponential}
Feature Normalization { None, Min–Max, Sigmoid, Percentile, Clipping Norm.}

ぞれ

ϕ(R)(x) = max(0, x) (14)

ϕ(T )(x) =
ex − e−x

ex + e−x
(15)

である。最適化には Adam を用い、KAN と同様に 100 Epochs の学習のうち validation loss の最も低下し
たモデルに対して評価を行う。またその他のモデルとして、主要な機械学習手法のうち XGBoost (Chen and

Guestrin, 2016)、LightGBM (Ke et al., 2017)、Support Vector Regression (SVR; Cortes and Vapnik,

1995; Smola and Schölkopf, 2004)、k-Nearest Neighbor Regression (kNN; Cover and Hart, 1967) を用
いる。

4.2 特徴量の標準化
先に述べたとおり、KANでは関数の定義域についても一般化されている。それは、先の基底スプラインに
関する式 9 からも理解できるように、近似対象となる関数全体の定義域がどの範囲であろうと、それらを K

区間に分割するとともに、区間 k内における相対的な位置は [0, 1]に標準化されてモデリングされる。つまり、
特に入力側が外れ値を取るような場合、そういった局所的な値に対しても個別的なモデリングが可能であるこ
とから、学習中の損失関数は低下しやすい可能性がある。しかしながら、そういった挙動が汎化性能にどのよ
うに影響するかは不明瞭である。たとえば Yu et al. (2024) においても類似した問題意識から KANの定義域
を広げた結果が解析されているが、本研究では逆に KANの入力を標準化することによる効果を検証する。以
下に示す簡易的な 4手法を採用し、関数全体での定義域を [0, 1]に収める。まず、ある変数 xをMin–Max正
規化した標準化スコアを

z(MM) =
x− min(x)

max(x) − min(x)
∈ [0, 1] (16)
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とする。Min–Max 正規化においては外れ値の影響を強く受けてその他の情報が圧縮されてしまう。次に、
Sigmoid関数により [0, 1]に標準化した z(Sigm) を

z(Sigm) =
1

1 + e−x
∈ [0, 1] (17)

とする。しかしながら、Sigmoid関数ではMin–Max正規化とは対照的に比較的大きな／小さな値ほど強く圧
縮されてしまい、つまりいずれの手法においても特徴量の識別性が低下する。そこで、他の顧客との相対的な
購買順位を特徴量とするべく、次に、Percentile を用いた標準化を行う。サンプルサイズ nの変数 xについ
て、順序データを x = (x(1), x(2), · · · , x(n))とすると、前から r番目に位置する x(r) についてパーセンタイル
標準化スコア z(Pct) を

z(Pct) =
r

n
∈ [0, 1] (18)

と表現できる（r = {1, , 2, · · · , n}）。さらに、切断を伴う標準化 (clipping normalization, CN) として、特定
のスケールでの標準化を行った上で、特定の閾値で外れ値を切断する。本研究では、ある変数 xを平均 0.5、
標準偏差 1/6に標準化することにより、その標準偏差 σ について 3σ を超える外れ値を下限 0、上限 1で切断
した z(CN) を

z(CN) = max(0,min(1,
x− x̄

6σ
+ 0.5)) ∈ [0, 1] (19)

とする。これにより、3σ を超える外れ値を [0, 1]に収める。

4.3 解析結果 1：モデル比較
全条件の探索を通じた網羅的な解析から、汎化誤差の高さによる上位 20モデルのハイパーパラメーターと
予測精度を表 4 に示す。まずこの結果からも明らかなように、モデルの深層化（Lの増加）や複雑化（各 lに
おける Jl の増加）はモデルの予測性能にほとんど貢献していない。特に、隠れ層を 3層設定した探索条件な
どもあるなかで、上位モデルのほとんどは隠れ層が 2つ程度となっている。最適化手法については、SGDを
除く他の 3手法が大きな偏りなく含まれている。Schedulerについても満遍なく含まれており、上位モデルの
みでは明確な傾向は見出せない。
一般的な深層学習においては、複雑なアーキテクチャーにより学習データに強くフィッティングさせた場
合、その分だけ過適合 (overfitting)により汎化性能が低下する。KANに関しても、ノイズの多い関数への回
帰に KANを応用した研究 (Zeng et al., 2024) では、データ上の小さなノイズでもテスト性能を悪化させる
ことが指摘されている。しかしながら、少なくとも本研究の解析結果に限っていえば、train lossでは上位 20

モデルのうち参照モデルを上回るものが一つもない一方で、そのすべてが test lossでは上回っている。これ
は参照モデルと比較してその乖離幅が平均的に小さいことを意味している。つまり、適切な構造を設定するこ
とにより、過適合を防ぎながら汎化性能を高めることが可能であり、これが KANでは最適なモデル構造の探
索が重要 (Liu et al., 2024) と指摘される所以であると推察される。
次に、表 5 に提案モデル内でのハイパーパラメーターの設定による予測精度のグループ内平均と最小値を
示す。全体的に確認できるのは、モデルのアーキテクチャーが過剰に複雑になることにより最良モデルの予測
性能が悪化していく点である。例として、スプライン関数の次元数 dでは d = 2の場合から、あるいは隠れ層
のアーキテクチャーについては 1層 3ノードの場合から始まり、モデルが複雑になるのと並行して test loss

が悪化していく傾向が確認できる。そして探索モデル全体では Schedulerを用いることで平均的には汎化誤差
が改善している。
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また、本研究の関心でもある標準化による定義域の限定の効果についても確認すると、いずれの標準化も行
わない場合に最良の結果が得られる結果となった。この項目については特に、他のパラメーターと異なり標準
化を行わなかった場合のパフォーマンスの改善幅が大きくなっている。これはグリッド数の増加が予測精度の
改善につながることとも関係していると推察される。すでに 4.2 節でも述べたとおり、前処理の段階での標準
化による定義域の限定は、その多くの手法で特徴量の情報損失につながる。つまり KANにおいては、次元数
dや隠れ層の規模 (L, Jl)の安易な増大により過剰に高次元な関数表現を志向するよりも、区間数K の増加に
より関数形を緻密にコントロールすることが予測精度に貢献することを意味している。

4.4 解析結果 2：モデルの可視化
KANでは単変数での活性化ののちに総和を取るため、ノード間の変数の関係性の解釈性が高いとされてい
る。そこで、先の解析において最良の精度となった表 4 の最上段のモデルについて簡易的な可視化を行う。最
良モデルでは入力層の大きさ J0 = 5より、各ノード間の活性化関数の [−1, 1]にわたる構造と最終的なモデ
ル出力を図 5 に示す。ここで K = 50、J1 = 3、d = 2より、定義域全体にわたって区間を 50に分割し、3
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図 5 The first activations and final output of each input

つの 2次関数の総和により、非線形的な関係性が得られていることがわかる*10。具体的にその関数形を確認
すると、指数関数に近い増加関係にありながら、値が大きくなった場合にのみ大きく異なる反応を返すような

*10 実際には l = 2として中間に別のノード h2,1 が存在するため、図 5上段の隠れ層の総和は出力の関数形と一致しない。
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動きが複数確認でき（e.g., nPurchasesや nProductsからノード 3への活性化）、先に述べたような関数の
局所的なコントロールが可能なスプライン関数の利点が活かされていることがわかる。一方で、局所的にト
レーニングデータへの過適合が発生していることが懸念される箇所も複数確認できる（e.g., TotalAmountや
nCategoriesからノード 1への活性化）。このように、確かに変数の解釈性については各層である程度の関係
性が確認できる。ただし、一般的なMLPと同様に多層的に複数の非線形関数の合成が行われるため、それら
中間ノードにマーケティング的な意味づけを行うことは必ずしも容易ではない。これらの点からも、深層学習
とはいえモデルのパラメーターの大規模化は結果的に KANの利点を損なう可能性がある。

5 まとめ
本研究では深層学習分野で新たに提案されたモデルである KANについて、その計算構造を従来的なMLP

と比較する形で検討するとともに、実データを用いてモデル探索を行い、複数の参照モデルと比較してその有
用性を示した。ここまで述べてきた結果から、本研究の解析上で KANはMLPや既存の機械学習手法を上回
る精度での予測が可能であることが示された。また、本研究ではモデルの定義域を限定することによる効果に
ついていくつかの非常に単純な手法を用いて比較したが、結果としてほとんどの場合において正規化を行わな
い方が高い精度を示す結果となった。従来一般的に用いられてきたMin–Max正規化等はあくまでも学習時点
で得られているデータセット内での最大／最小値に依拠して標準化を行う手法であり、将来期間にわたって取
得される未知のデータについて、あらゆる特徴量が学習時の値を超えないことは確率的に期待できない。特
に、マーケティング領域で一般的に用いられる購買の頻度や金額等は、多くの場合に正の整数値である。その
定義域には明確な上限やスケールが存在せず、特定範囲での標準化は伝統的に困難である。そのような状況に
あって、KANでは特徴量の標準化を行わなくとも高精度の予測が可能であることは、マーケティングに限ら
ず幅広い社会科学分野において有用となる可能性がある。
また、KANでは変数の解釈性を高められることが主張されているが、本研究の可視化プロセスからは、こ
れまで状態空間モデル等を用いることにより説明変数のパラメーター側の動的変化の把握を志向したのと同様
に、KANの学習可能な活性化関数は観測可能な行動的ロイヤルティの値によるアウトカムへの反応のダイナ
ミクスを記述する過程としても理解できる可能性がある。
まとめると、KANは KARTそのものの純粋な拡張であるかどうかとは全く無関係に、その定理の構造に
着想を得て、非線形関数の多層的な合成による柔軟な近似手法を深層学習構造に組み込んだ点に大きな新奇性
がある。事実、KANの複数の発展モデル (e.g., Bozorgasl and Chen, 2024; Sidharth, 2024)においてスプラ
イン関数が他手法に置換されていることからも明らかなように、KARTの実証モデル化にはスプライン関数
以外にも複数のアプローチが考えられる。それでも、深層学習の発展にあたって新しい構造を提示したという
意味で示唆的であることは疑いようもない。
最後に、本研究の課題について述べると、第一にはより発展的なモデルの採用がある。本研究の分析におい
てはあくまでも最も基本的な KANのモデルのみを用いたが、KANをベースにした手法は次々に提案されて
いる。それらを用いることによる変化についても今後確認する必要がある。第二に、深層学習の参照モデルと
しては単純なMLPのみを採用したが、Transformerやマルチモーダル学習等のより発展的な手法も取り入れ
る必要がある。もちろん、本研究では単純な予測性能の比較のみに留まらない比較検討を行ったが、モデルの
純粋な予測性能は多くの場合に state-of-the-art (SOTA)手法との比較によって初めて理解可能である。第三
に、著者らが知る限り本研究は KANをマーケティングに初めて応用した研究である。その有用性の検証にあ
たってはより包括的かつ多方面からのアプローチが求められる。
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表 4 Results (Top 20 Models in RMSE, Ascending in Test Loss)

K d Hidden Layers Optimizer Scheduler Norm. Train Val Test

Proposed Models (KAN)

50 2 (3,1) Adamax Linear None 0.715 0.790 1.223

20 4 (50,1) AdamW None None 0.670 0.807 1.226

10 3 (10,1) Adam None None 0.687 0.780 1.226

10 4 (10,5,1) Adam Linear None 0.717 0.784 1.226

50 5 (50,1) Adamax None None 1.083 0.789 1.227

20 3 (10,5,1) AdamW None None 0.710 0.786 1.227

50 5 (50,1) AdamW Linear None 0.958 0.803 1.228

10 1 (10,5,1) Adam Exponential None 0.713 0.793 1.229

10 1 (50,1) Adamax None None 0.682 0.796 1.229

20 5 (50,1) AdamW Exponential None 0.713 0.812 1.229

50 2 (50,1) Adam Linear None 1.249 0.797 1.229

20 4 (5,1) Adamax Linear None 0.715 0.790 1.229

50 1 (5,3,1) Adam Linear None 2.234 0.786 1.229

50 3 (10,5,1) Adam Exponential None 0.695 0.790 1.229

20 3 (5,3,1) Adam None None 0.697 0.780 1.229

10 3 (5,3,1) Adam None None 0.692 0.779 1.229

10 3 (20,10,5,1) Adam None None 0.707 0.789 1.230

50 1 (10,5,1) AdamW Exponential None 0.687 0.793 1.230

10 1 (50,20,10,1) Adamax Linear None 0.998 0.778 1.230

10 5 (10,1) Adam Exponential None 0.689 0.781 1.230

Mean 0.701 0.779 1.260

Min 0.596 0.746 1.223

Median 0.687 0.771 1.259

Max 2.234 5.005 1.282

Reference Models

LightGBM 0.832 0.802 1.256

XGBoost 0.649 0.890 1.277

MLP (tanh) 0.951 0.780 1.277

MLP (ReLU) 0.979 0.822 1.280

Support Vector Regression 0.989 0.828 1.286

k-Nearest Neighbor Regression 0.876 0.915 1.322

Mean 0.879 0.840 1.283

Min 0.649 0.780 1.256

Median 0.914 0.825 1.278

Max 0.989 0.915 1.322

Note. The cell shading indicates that the model achieves the best performance for the metric. Bold
type indicates that the model outperforms all the reference models.
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表 5 Aggregation by the Parameters

RMSE (Train) RMSE (Val) RMSE (Test) Time (s)

Mean Min Mean Min Mean Min Mean

Dimensions in Splines (d)
- 2 0.724 0.631 0.801 0.747 1.281 1.223 121.078
- 3 0.733 0.633 0.813 0.753 1.286 1.226 135.471
- 4 0.723 0.624 0.801 0.752 1.279 1.226 149.866
- 5 0.715 0.643 0.790 0.757 1.268 1.228 163.955
- 1 0.719 0.596 0.798 0.755 1.277 1.229 105.676

A Number of Grids (K)
- 50 0.707 0.596 0.791 0.749 1.266 1.223 152.772
- 10 0.721 0.650 0.797 0.752 1.275 1.226 121.719
- 20 0.740 0.631 0.814 0.747 1.294 1.226 129.998

Hidden Architectures
- [3] 0.742 0.641 0.821 0.757 1.303 1.223 86.321
- [10] 0.722 0.643 0.797 0.757 1.272 1.226 95.459
- [10, 5] 0.722 0.623 0.801 0.747 1.280 1.226 129.469
- [50] 0.722 0.660 0.785 0.759 1.260 1.226 135.386
- [5] 0.712 0.633 0.793 0.758 1.270 1.229 87.191
- [5, 3] 0.754 0.624 0.841 0.749 1.313 1.229 121.999
- [20, 10, 5] 0.700 0.596 0.783 0.756 1.263 1.230 181.685
- [50, 20, 10] 0.711 0.650 0.782 0.752 1.261 1.232 243.442

A Number of Hidden Layers (L)
- 1 0.724 0.633 0.799 0.757 1.277 1.223 101.040
- 2 0.733 0.623 0.814 0.747 1.291 1.226 126.988
- 3 0.705 0.596 0.782 0.752 1.262 1.230 211.243

Optimizer
- Adamax 0.727 0.633 0.800 0.758 1.284 1.223 135.911
- AdamW 0.720 0.596 0.794 0.747 1.278 1.226 136.347
- Adam 0.714 0.623 0.789 0.749 1.271 1.226 137.518
- SGD 0.732 0.677 0.821 0.773 1.279 1.257 128.894

Scheduler
- None 0.727 0.633 0.800 0.758 1.284 1.223 135.911
- Linear 0.720 0.596 0.794 0.747 1.278 1.226 136.347
- Exponential 0.714 0.623 0.789 0.749 1.271 1.226 137.518

Normalization
- None 0.864 0.643 0.898 0.765 1.348 1.223 132.496
- Min–Max 0.691 0.623 0.782 0.762 1.263 1.232 133.139
- Percentile 0.691 0.596 0.778 0.752 1.263 1.245 135.541
- Clipping Norm. 0.692 0.624 0.778 0.747 1.261 1.245 135.727
- Sigmoid 0.702 0.676 0.784 0.764 1.268 1.258 136.877
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