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要旨
本稿は我々のプレプリント Okuno and Kabata

(2026) に関する解説です．解説の平易さを優先するた
め，厳密な記述については原著論文をご参照ください．
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1 背景：等分散混合ガウス分布のモード数
分散共分散行列がそれぞれ異なる不均一分散 (het-

eroscedasic) の設定では議論が複雑になるので，本研究
では等分散 (homoscedastic) の混合ガウス分布のみを扱
う．標準正規分布を φ とし，中心が µj ∈ Rd で非負重
み wj ≥ 0 (ただし∑

j wj = 1)を持つガウス分布の混合

φ(x) =
∑
j

wjφ(x− µj)

を考えるが一般性を失わないa．このとき，φ のモード
数，つまり局所最大点の数，さらに言い換えると密度関
数に現れる山の数の最大値を知りたい．
本研究では k = 3個のガウス分布の混合を考える．以
下の図を見ると，おそらくモードの数つまり山の数は 3

以下であると予想するのが自然だろう (図 1)．

図 1: 3混合ガウス分布の例

非常に面白いことに，中心点が正三角形をなすようガ
ウス分布を配置し，等重みで混合すると，ガウス分布間
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a 特に，共通の分散共分散行列をΣとし，期待値が 0の正規分布を
φΣ と書く．混合ガウス分布を φΣ(x) =

∑
j wjφΣ(x− µj)

とする．ここで，標準化として x̃ = Σ−1/2x, µ̃ = Σ−1/2µ

とすると φΣ の密度関数と標準正規分布の密度関数は一対一
に対応することがわかるので，ここでは標準正規分布 (つまり
Σ = I)の場合のみを考えればよい．

の距離を適切に設定することで，k = 3混合でもモード
数 (山の数)が 4となる具体例を構成できる (図 2)．

図 2: 3混合で中心にも “ghost”モードが現れる例

幾何の言葉で正三角形は 2-simplex に対応する．一
般の k 混合分布でも全中心点の距離が等しいよう，つ
まり (k − 1)-simplex 上にガウス分布を等重みで配置し
た混合を考えれば，(k + 1) 個のモードが出現し，また
simplex配置における k 混合ガウス分布のモード数最大
値は (k + 1)であることも知られている (Edelsbrunner

et al., 2013)．
一方で，これらの結果はガウス分布の中心点が simplex

上にある，つまり中心点の距離がすべて等しくなり，ま
た重みもすべて均一という強い対称性を仮定しており，
一般の配置で，かつ一般の重みに拡張するとどうなるか
は未解決問題である．非対称な場合にはモード数の有限
性さえ示されていない．

2 我々の貢献
本研究では主結果として以下を証明した．

定理. d ∈ Nを任意の次元とし，k = 3混合分布を考え
る．中心点 µ1,µ2,µ3 ∈ Rd と非負の重み w1 + w2 +

w3 = 1を任意に定める．このとき混合ガウス分布 φの
モードはすべて孤立しており，高々 8個である．

これは一見すると自明な結果に思えるが，著者の知る
限り，対称性などを課さず (本質的に)多次元で，3つ以
上のガウス分布を混合した場合のモード数の有限性が示
された初めての結果であると認識している．
なお，8 というのは単なる上界なので，8 個のモード
を持つ例が存在するかどうかは分かっていない．
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3 証明の概略
証明では，実数値 λ0 < λ1 < · · · < λn と多項式

p0, p1, . . . , pn に関する指数多項式

f(s) =

n∑
j=0

pj(s) exp(λjs)

の零点の個数が高々∑n
j=0(deg pj + 1) − 1 であること

を利用する．簡単な適用例として，推定方程式を展開し
て指数多項式に帰着させることで，例えば d = 1次元の
場合には 3混合ガウス分布の停留点が高々 5個以下であ
ることが直ちに従う．
本研究では多次元の方程式を考えなければならず，一
次元のときほど単純には証明ができない．多次元の問題
をできるだけ単純に扱うため，3つのガウス分布の中心
点を µ1 = 0,µ2 = u,µ3 = v とすると停留点が必ず

x = αu+ βv, (0 < α, β;α+ β < 1)

で表せることから，(α, β)-座標系を考え，停留点と一対一
に対応する (α, β)に関する方程式 A(α, β) = B(α, β) =

0の零点をカウントすることで混合ガウスの停留点の個
数を調べることができる (図 3)．
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図 3: 停留点が満たすべき 2 つの方程式 A(α, β) =

0, B(α, β) = 0 がそれぞれ満たすべき解曲線をプロッ
トしたもの．解曲線の交点が停留点に対応しており，停
留点の位置を明確に定めることができる．

実際の計算においては，(α, β)-座標系をさらに R2 上
の (s, t)-座標系に変換し，対応する連立方程式 P (s, t) =

Q(s, t) = 0 の零点をカウントする．特に，P,Q の零点
は最終的にある指数多項式の零点と対応付けることがで
きるので，上記の零点評価から停留点が高々 U = 15個
しかないことが導ける．
ここまでで停留点の個数は分かったが，我々が知りた
いのはモードの個数である．φがMorse関数，つまり停
留点がすべて非退化であることを仮定すると，Poincaré-
Hopfの定理と併せて φのモード数が (U + 1)/2 = 8以

下であることが導けるのだが，φ には Morse 関数でな
いものも多数含まれていて，数学的処理が必要である．
tilting と呼ばれる方法により任意の φ について停留点
数が等しく十分近いMorse関数の存在が示せるので，す
べての関数 φ に対してモード数が 8 以下であることが
示せる．これらの，停留点数の上界からモード数の上界
を導出する方法は Nguyen (2026)を参考にしている．

4 既存研究との関連
実は，より一般の設定において，d次元 k 混合正規分
布のモード数の上界も導出されている．停留点が満たす
べき方程式が Pfaffian 構造を持つことを利用してその
ゼロ点の個数をカウントする．その際に Fewnomial 理
論 (Khovanskii, 1991)を利用するため，「モードの数が
有限である」ということを事前に仮定しなければならな
いが，Améndola et al. (2019)およびNguyen (2026)ら
によるモード数の上界を我々の設定に適用すると，（モー
ド数が有限であるという仮定の下で）それぞれ 42592,

72 が得られる．これらは複雑な一般の設定を扱ってい
るがゆえに上界が緩くなってしまっていて，我々の結果
はモード数の有限性を事前に仮定することなく，特殊な
設定でのよりタイトな上界として 8を導出したことに新
規性がある．

5 まとめと今後の展望
本研究では等分散 3混合ガウス分布のモード数が有限
であり，高々 8個しかないことを無条件で証明した．実
際にこの問題に取り組む上で膨大な数のパラメータを試
したが，既存研究も含めてモード数が 5個以上現れた例
はこれまで構成できていない．著者の私見では，等分散
3混合ガウス分布の最大モード数の上界は 4まで改善で
きると予想しており，今後の理論的進展に期待したい．
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