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1. はじめに
グループテストとは，患者から採取した検体を混ぜ合わて検査する方法である1)．混ぜ合わ
せた検体 (プール)数は患者の数より少ないとするため，検査数は患者数よりも少ない数に抑制
される．ただし検査結果から患者の状態を推定するための手続きが必要となる (図 1 (a))．有
病率が十分小さい場合には，適切な推定法を用いれば，高い精度で患者の状態を推定できるこ
とが期待される．検査数の削減は検査コストの抑制につながるため，さまざまな疾患への適用
が議論されてきた．たとえば HIV検査2)や肝炎ウイルス検査3, 4)に対してグループテストの適
用が議論されている．
グループテストの精度は，プールの作り方と推定方法に大きく依存する．プールの作り方
については，ランダムに混ぜ合わせる方法5)や，また任意の方法で作ったプールに対して検査
を行い，陽性となったプールを分割していく方法も提案されている6, 7)．実験の観点からは，
ハイスループットスクリーニングにおけるアッセイのデザイン方法として shifted transversal
designと呼ばれる方法が提案されている8)．また最近では能動学習に基づく方法も議論されて
いる9, 10)．
本稿ではグループテストにおける患者の状態推定について，数理的観点から考察する．グ
ループテストにおける検査数は患者数よりも小さいため劣決定問題であるが，感染者数が十分
小さいという仮定のもとではグループテストにより感染者が特定できる場合がある．特に，検
査にエラーが含まれる場合の患者の状態推定について議論する．検査において全くエラーが起
こらないという状況は非現実的であり．また人為的ミスによるエラーも起こりうる．たとえば
PCR検査では，検査対象としない DNAが増えてしまったり，DNAの配列が異なるものに置
き換わることによりエラーが生じる場合がある．本稿では，ベイズ推定の枠組みでエラーの
統計性を考慮し，患者の状態を推定する．そのためのアルゴリズムとして確率伝搬法 (belief
propagation, BP)を導入する5, 11)．ただし患者の状態推定にベイズ推定を適用する場合，推論
の拠り所となるのは事後分布であるが，これは連続的な確率分布である．その連続的な分布か
ら，陽性/陰性という離散的状態を決める必要がある．このような連続値を出力する検査から
の離散状態の推定のための，カットオフ値 (閾値)の決定法を紹介する．

2. グループテストの数学的定式化
ここでは，プールに含まれる患者数 K が全プールで一定，各患者が属すプール数 C も一定
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図 1．(a) グループテストの模式図．実線は患者がどのプールに属すかを示している．(b) 推
定の際に導入するモデルのグラフ表現．患者の状態を x，検査の出力を y として，y の
生成過程を関数 f でモデル化する．また事前分布 ϕを導入する．

という条件を満たすランダムなプールを作る．ここで，K，C とも患者数N に比べて十分小さ
いとする．N 人の患者集団に対して，M(< N)回のグループテストを行う．図 1は，K = 4，
M = 3，N = 6の例である．N 人の真の状態はベクトル x(0) ∈ {0, 1}N で表し，患者 iが感染し
ていれば x

(0)
i = 1，していなければ x

(0)
i = 0とする．検体の混ぜ方はプール行列 F ∈ {0, 1}M×N

により指定され，Fµi = 1であれば患者 iがプール µに含まれ，Fµi = 0であれば含まれない
ことを意味する．プール µの真の状態 y

(0)
µ ∈ {0, 1}は，プール内に一人でも感染者がいれば陽

性 (1)，一人もいなければ陰性 (0)とする．N 成分の論理和を ∨N
i=1fi = f1 ∨ · · · ∨ fN とすると

y
(0)
µ (x(0)) = ∨N

i=1 Fµix
(0)
i となる．

以下では，全ての検査において誤りが同じ確率で独立に起こるとし，真陽性確率 pTP と偽陽
性確率 pFP を用いて検査をモデル化する11)．プール µに対する検査結果 yµ の，患者の状態に
関する条件付き分布は次のように与えられる．

f (0)(yµ|x) =
(

(1 − pTP)y
(0)
µ (x)(1 − pFP)(1−y

(0)
µ (x))

)1−yµ
(

pTP
y

(0)
µ (x)pFP

(1−y
(0)
µ (x))

)yµ

(2.1)

すなわち，検査データ yは (2.1)に従って生成されていると考える．
グループテストにおける推定の目標は，検査結果 y = [y1, · · · , yM ]⊤から患者の真の状態 x(0)

を特定することである．ここでは，患者の状態をモデルパラメータとして検査結果 yを記述す
るという考え方から，尤度 f(y|x)を導入する．事前分布については，全患者の検査前事前確
率を有病率 θとして，次のように与える．

ϕ(x) =
N∏

i=1

{(1 − θ)(1 − xi) + θxi}(2.2)

ベイズの定理より，事後分布は次のように与えられる．
P (x|y) = 1

Z(y)f(y|x)ϕ(x), Z(y) =
∑

x∈{0,1}N

f(y|x)ϕ(x)(2.3)

本稿では，事後分布から評価した周辺事後分布を診断変数として患者の状態を決定する．その
周辺事後分布の評価において，確率伝搬法と呼ばれるアルゴリズムを導入する．

3. 確率伝搬法による推定
確率伝搬法は，近似的に周辺事後分布を求めるアルゴリズムであり，グループテストおける
ベイズ推定にも応用されている5, 11–13)．確率伝搬法は，確率変数の依存関係により確率分布を
表現する，グラフィカルモデルの上で定義される．図 1(a)のグループテストに対応するグラ
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フィカルモデルを図 1(b)に示す．変数ノード (⃝)と因子ノード (□)はそれぞれ患者の状態と
プールに対する検査結果を示す．グラフのエッジはプールの作り方を意味し，1番目のプール
に 1番，2番，3番，4番の患者が属すので F1,1 = F1,2 = F1,3 = F1,4 = 1，それ以外の成分は
ゼロであり，1番目のプールの真の状態は y

(0)
1 = x

(0)
1 ∨ x

(0)
2 ∨ x

(0)
3 ∨ x

(0)
4 である．因子ノードと

変数ノードの次数はそれぞれ K，C に対応する．確率伝搬法では，図 1(b) のグラフが局所的
にツリーであるとの仮定のもと，エッジ上で二種類のメッセージ pi→ν(xi)と p̃ν→i(xi)を定義
する．ここで iと ν はそれぞれ変数ノードと因子ノードのラベルである．直観的に，これらの
メッセージは ν 回目のテストを行う前と行った後の周辺事後確率を表す．確率伝搬法は次の
メッセージの更新から定義される．

p̃ν→i(xi) ∝
∑
x\xi

f(yν |x)
∏

j∈L(ν)\i

pj→ν(xj)(3.1)

pi→ν(xi) ∝ ϕ(xi)
∏

η∈G(i)\ν

p̃η→i(xi),(3.2)

ここで L(ν)と G(i)は，それぞれ ν 番目のプールに属す患者の番号と i番目の患者が属すプー
ルの番号の集合を意味する．これらのメッセージを用いると，周辺事後確率は次のように与え
られる．

pi(xi) ∝ ϕ(xi)
∏

η∈G(i)

p̃η→i(xi).(3.3)

グラフが真にツリーの場合，ツリーの端から端へとメッセージを一度伝搬させることで厳密な
周辺分布（3.3）を得るが，一般のグラフについては，メッセージを再帰的に更新する必要があ
る．そこで，以下では t回目の更新のメッセージを p̃

(t)
ν→i, p

(t)
i→ν と表現する．グループテストの

場合，ランダムプールにおいて N, M → ∞また α = M/N ∼ O(1)の極限で確率伝搬法は妥当
な推定結果を与えることが示されている13)．
グループテストの場合，推定される変数 xi は二値をとる．したがって，メッセージは次の
ように [0, 1]のベルヌーイ変数 {m

(t)
j→ν}と {m̃

(t)
ν→i} を用いて表現される．

p
(t)
j→ν(xi) = (1 − m

(t)
j→ν)(1 − xi) + m

(t)
j→νxi(3.4)

p̃
(t)
ν→i(xi) = (1 − m̃

(t)
ν→i)(1 − xi) + m̃

(t)
ν→ixi.(3.5)

（3.1）–（3.2）から，ベルヌーイ変数に対する更新式は次のように得られる．

m
(t)
j→ν =

θ
∏

η∈G(i)\ν
m̃

(t−1)
η→i

(1 − θ)
∏

η∈G(i)\ν
(1 − m̃

(t−1)
η→i ) + θ

∏
η∈G(i)\ν

m̃
(t−1)
η→i

(3.6)

m̃
(t)
ν→i = Uν

Uν

{
2−

∏
j∈L(ν)\i

(1−m
(t−1)
j→ν )

}
+Wν

∏
j∈L(ν)\i

(1−m
(t−1)
j→ν )

(3.7)

ここで次のように定義した.

Uν = pTPyν + (1 − pTP)(1 − yν), Wν = pFPyν + (1 − pFP)(1 − yν)(3.8)

周辺事後確率（3.3）もまた，ベルヌーイ変数により表される．これをmi とすると，メッセー
ジに対するベルヌーイ変数を用いて次のように与えられる．

mi =
θ

∏
η∈G(i) m̃η→i

(1 − θ)
∏

η∈G(i)(1 − m̃η→i) + θ
∏

η∈G(i) m̃η→i
(3.9)
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4. カットオフ値の決め方
ベイズ推定および確率伝搬法により与えられる周辺事後確率 mi は連続値である．一方で，
グループテストの目標は患者の状態 (陽性/陰性)という離散的な値を決めることである．連続
値から離散値を決める際に，カットオフ値を適切に決める必要がある．ここでは，真のモデ
ル f (0)(y|x)と仮定したモデル f(y|x) が一致するという設定のもと，ベイズ決定理論に基づき
カットオフを決める方法を紹介する．
カットオフ値を決める際に基本となる指標は，真陽性率 (感度)と真陰性率 (特異度)である．
カットオフ値に応じて偽陽性と偽陰性が生じ，カットオフ値が大きくなれば偽陽性率 (= 1−真
陰性率)は下がり偽陰性率 (= 1−真陽性率)は上がり，またカットオフ値が小さくなれば偽陰
性率は下がり偽陽性率が上がるというトレードオフがある．ベイズ推定を用いたグループテス
トにおいては，最大周辺事後確率 (Maximum Posterior Marginal, MPM)推定量により患者の
状態を決定する先行研究がある11)．MPM推定量はカットオフ値を 0.5とした場合に対応する．
グループテストに限らず，MPM推定量は特定の条件下では真値と推定値の平均二乗誤差を最
小化する推定量として知られるため，広く用いられている14)．
ここでは，ユーティリティ関数 U を次のように定義し，ユーティリティ関数の最大化法によ
りカットオフ値を決定する15–17)．

U(x(0), x̂(y); u) = θ (uTPTP + uFNFN) + (1 − θ)FPuFP + (1 − θ)TNuTN

= θuTP + (1 − θ)uFP + θ(uFN − uTP)FN + (1 − θ)(uFP − uTN)FP(4.1)

TP, FN, FP, TNはそれぞれ真陽性率，偽陰性率，偽陽性率，真陰性率であり，またTP = 1−FN，
TN = 1 − FPである．（4.1）の係数 u = {uTP, uFN, uFP, uTN}はユーティリティと呼ばれ，そ
れぞれ真陽性，偽陰性，偽陽性，真陰性がもたらす影響を表す．一般に，起こってほしくな
い事象のユーティリティを小さく，起こってほしい事象のユーティリティを大きく設定して，
ユーティリティ関数を最大化するカットオフ値を求める．したがって uTP > uFN，uTN > uFP

とする．カットオフ値はユーティリティに依存するため，ユーティリティを適切に設定するこ
とが重要である17–19)．
（4.1）の第一項，第二項はモデルの設定から決まる定数であるので，便利のため（4.1）の第

3項と第 4項からリスク関数 R(x(0), x̂(y); λ)を次のように定義する．
R(x(0), x̂(y); λ) = λFNFN(x(0), x̂(y)) + λFPFP(x(0), x̂(y))(4.2)

λ = {λFN, λFP}はパラメータであり，λFN = −θ(uFN −uTP) > 0，λFP = −(1−θ)(uFP −uTN) > 0
とした．また FN(x(0), x̂(y))は推定値 x̂(y)と真の状態 x(0) から決まる真陰性率の意である．
FN(x(0), x̂(y)) も同様である．ユーティリティ関数の最大化はリスク関数の最小化と等価であ
るため，以下ではリスク関数を最小化する推定値 x̂(y)を考える．あらゆる yについてリスク
関数 R̂(x(0), x̂(y); λ)を最小化する推定量を x̂∗(y)と表記すると，仮定したモデルが真のモデル
に一致する際，各成分は次のように与えられる20)．

x̂∗
i (y) = I

(
ρi(y) >

θλFP

λFN(1 − θ) + θλFP

)
(4.3)

(4.3)を用いて，カットオフ値 0.5に対応するMPM推定量について考察してみよう．カット
オフ値が 0.5となるのは λFN = θ，λFP = 1 − θ のときである．つまり，有病率 θが 0.5以下の
時は偽陽性を減らすことを優先し，0.5以上の時は偽陰性を減らすことを優先する．言い換え
ると陽性/陰性集団について，大きい集団の方の属性を誤らないことを重要視していることが
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図 2．N = 1000, α = 0.5, K = 10, pTP = 0.95, pFP = 0.1における最適カットオフ値を用
いた場合の TPと FP．‘BP’は確率伝搬法による結果を示す．‘Replica’は理論的に導
出される解を示す20)．

わかる．一般にグループテストは有病率が小さいときに有効であるため，グループテストにお
いてMPM推定量を用いるということは偽陽性を優先的に減らすことを意味する．一方で，も
ともと偽陽性率が低い検査へグループテストを適用する場合など，有病率に関わらず偽陰性を
優先的に減らしたいという需要もあるだろう．このような場合にMPM推定値を用いるのは不
適切であると言える．
別のカットオフ値を与える指標として，次のように与えられる Youden indexの最大化を考
察してみよう．

JY (x(0), y) = TP(x(0), x̂(y)) − FP(x(0), x̂(y))(4.4)

リスクの定義より JY (x(0), y) = 1 − R(x(0), y; λFN = 1/2, λFP = 1/2) が成立することから，
Youden index最大化によるカットオフ値決定は，偽陽性, 偽陰性を同程度に減らしたいという
要請に基づくことがわかる．(4.3)に λFN = λFP = 1/2を代入するとカットオフ値は θとなり，
事後 Youden index ĴY (x̂(y) = R̂(x̂(y); λFN = 1/2, λFP = 1/2)を最大化するには，カットオフ
値を有病率 θに設定すれば良いことがわかる．
図 2は，Youden index最大化という指標のもとでの最適カットオフ値を用いた場合の TP，

FP と MPM 推定値を用いた場合の TP, FP の比較である．点線は元々の検査特性であり，
TP > pTP であれば偽陰性が修正されており，FP < pFP であれば偽陽性が修正されていること
を意味する．4章で見たように，MPM推定値は FPを下げる傾向にあり，そのトレードオフと
して TPは Youden index最大化を行なった場合よりも低い．Youden index最大化により TP
を上げることと FPを下げることを同じ重みで重視したことにより，θ < 0.06において偽陰性
が修正可能であることが示されている．

5. まとめと今後の展望
本稿では，検査エラーが確率的に起こる場合のグループテストに対するベイズ推定および確
率伝搬法を紹介した．またベイズリスクを最小化するカットオフ値を λFN，λFP の関数として
示した．このカットオフ値の表現から，グループテストが有効な問題設定においてはMPM推
定量が偽陽性を優先的に抑えることが示された．また Youden index最大化という目的のもと
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ではカットオフ値を有病率 θ に設定することが適切であることがわかった．本稿では触れな
かったが，仮定したモデルと真のモデルが一致する状況下では，解析的に ROC解析や AUCの
評価を行うことも可能である20)．
今後の展望としては，検体の混ぜ合わせにより生じる希釈効果や，検査の非独立性など現実
的な設定を取り込んだモデルを考慮することが必要であると考えている．
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