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多色時間摂動を伴った Harperモデルにおける量子波束の拡散の局在・非局在性を調べた。摂動強度を
増大すると、局在相、弾道相どちらの場合でも、2色以上では拡散状態へ転移することが確かめられた。
局在状態の性質も含めて、これらの拡散状態に関する数値計算データを整理して示すことが本稿の目的
である。
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I. INTRODUCTION

一次元系で局在・非局在現象が生じる準周期系は、An-
dersonモデルなどのランダム系と同様に、物理的にも数学
的にも興味深く長年研究されている [1–3]。特に、Harper
モデルはその特殊な性質から、ポテンシャル強度 V の変化
により、局在状態、広がった状態、臨界状態を実現でき、
解析的にも、数値的にも、実験的にも研究が進んでいる [4–
10]。V > 1では全ての固有状態が局在し、V < 1では全
ての状態が広がった状態に転移する。このポテンシャル強
度による転移をMIT(metal-insulator transition)とよぶ。
この性質は量子波束のダイナミックスにも反映し、V の

変化により波束の広がり方が、局在 (localized)、拡散 (dif-
fusive)、弾道 (ballistic)と存在し、それらが転移する。こ
のため本稿ではこの転移を BLT(ballistic-localized transi-
tion)と呼ぶ [11–16]。さらに、Harperモデルを拡張し、移
動度端 (mobility edge)を持つモデルでの局在・非局在転
移も現在盛んに研究されている [17–20]。
一次元系ランダム系や準周期系に多重周期的な時間変

動を加えた系の波束のダイナミックスにおいても、局在・
非局在に関する多様な振る舞いが現れ、研究が進められ
ている。その代表的なものが kicked Anderson モデルや
kicked Harperモデルである [21–29] [30–33]。我々はこれ
までにAndersonモデルや kicked Andersonモデルに時間
的な多重周期摂動を加えた系で、その局在状態が非局在化
し、正常拡散の生じる量子相転移現象の詳細を調べてきた
[34–37]。さらに、最近、kicked Harperモデルに多重周期
摂動を加えた系での局在・拡散転移と弾道・拡散転移の存
在を確認した [37]。
この研究では、まだほとんど調べられていない多重周

期時間摂動下の Harper モデルの量子拡散ダイナミック
スを調べる [38–40]。Harper モデルはポテンシャル強度
V により、３つの状態、局在状態 (V > 1)、広がった状
態 (V < 1)、臨界状態 (V = 1) で、それぞれの場合で
時間摂動の色数 M や強度 ϵ を変えてその効果をみてい
く。振動が 1色 (M = 1)の場合、ϵを変えても系の性質
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は大きくは変化しないが、M ≥ 2では、ダイナミックス
に様々な変化が見られる。局在状態 (V > 1) の場合、ϵ
を増大すると局在-subdiffusion(ϵ = ϵc)-正常拡散と転移
する。これを LDT(localization-diffusive transition)と記
す。一方、広がった状態 (V < 1) の場合、ϵ を増大する
と弾道-sperdiffusion(ϵ = ϵb)-正常拡散と転移する。これ
をBDT(ballistic-diffusive transition)と記す。どちらの転
移の臨界強度も M の増大で減少した。また、 臨界状態
(V = 1)の場合への摂動効果も調べる。この場合は、ϵを
増大してもしばらくは元々の Harperの臨界状態としての
正常拡散を維持する。その後、この正常拡散から摂動に
よる正常拡散へと転移する。これは Harper固有の現象で
DDT(diffusive-diffusive transition)と記す。M = 2の微妙
な点を除いては、定性的傾向は kicked Harper map(KHM)
の場合と同じといえる [37]。
Harperモデルを例に、ランダムネスやノイズも無く、し

かも kickも無い一次元系で、準周期的時間摂動が印加し
た場合に容易に量子正常拡散が発生することが示されたこ
とになる。このことについても議論する。

II. MODEL

以下の時間的な多重周期摂動を伴うハミルトニアンで記
述される Harperモデル (一次元一電子系)を考える。

H(t) =

N∑
n=1

|n⟩V (n)[1 + fϵ(t)]⟨n|

+ T

N∑
n

(|n⟩⟨n+ 1|+ |n+ 1⟩⟨n|). (1)

{|n⟩}は直交基底である。オンサイトポテンシャルは

V (n) = 2V cos(2πQn+ φ), (2)

であり、Qは無理数でQ =
√
5−1
2 にとり、φは任意の位相

である。T はトランスファーエネルギーであり、T = −1
とする。無摂動の場合 (ϵ = 0)、Harper モデルは磁場中
の二次元結晶格子系における電子を記述するモデルでもあ
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り、Aubry-Andreモデル (AA モデル)や Aubry-Andre-
Harperモデル (AAH モデル)と呼ばれることもある。
時間変動 fϵ(t)は

fϵ(t) =
ϵ√
M

M∑
i

cos(ωit+ θi), (3)

であり、M が振動数の数 (色数)で ϵは摂動強度である。
振動数は互いに非整合なオーダー１のものを取る。長時間
平均は fϵ(t)2 = ϵ2/2であり、{θi}は時間変動の位相であ
るが、{θi = 0}とし、θi の取り方に依らない長時間の現
象をみる。見たい現象によっては位相 φによる平均操作が
テータを安定させるため有効になることもある。
サイト n0 に局在した初期波束 < n|Ψ(t = 0) >= δn,n0

に対し、次のシュレーディンガー方程式

iℏ
∂|Ψ(t) >

∂t
= H(t)|Ψ(t) > . (4)

を用いた時刻 tでの波動関数 |Ψ(t) >の時間発展を計算す
る。そして、局在非局在の程度を次のMSD m2(t)により
モニターする:

m2(t) =
∑
n

(n− n0)
2
⟨
|ϕ(n, t)|2

⟩
, (5)

ここで ϕ(n, t) =< n|Ψ(t) >はサイト表示の波動関数 (量
子状態)である。
一般に、LDTやBDTなどの転移点では、非整数の拡散

指数 αで特徴づけられる m2(t)の振る舞いが期待される。

m2(t) ∼ tα(0 < α < 2) (6)

この拡散指数 αの時間依存を、揺らぎを抑えるためにロー
カルな時間平均をしたMSD m2(t)を用いて計算する。す
なわち、

αins(t) =
d logm2(t)

d log t
(7)

を数値的に求める。この量はシャープな転移点を決められ
なくても、転移点の有無やその転移の領域を調べる等、転
移の全体的様子を記述するのに役立つ。LDTの例では、転
移点 ϵc の上側 ϵ > ϵc では、正常拡散を示し αins(t) → 1
となり、その下側 ϵ < ϵcでは局在を示し αins(t) → 0とな
る。転移点 ϵ ≃ ϵc 周辺では αins(t) → αc(< 1)、と臨界拡
散の拡散指数に漸近する。
計算は 2nd order symplectic integratorで、時間刻みと

しては安定な∆t = 0.005 ∼ 0.02を用いた。この計算で用
いるパラメータは ℏ = 1/8または ℏ = 1である。摂動強度
は主に ϵ < 0.5とする。システムサイズ N = 213 − 217 と
し、定性的な結果は変わらない。

III. SOME PRELIMINARIES

無摂動 (ϵ = 0)の元々の Harperモデルは、以前より物
理的にも数学的にもよく研究されている。その結果を簡
単にまとめておくことが本節の目的である。定常状態の

固有関数の性質として、Harperモデルのもつ自己双対性
(self-duality)により、V > 1では全ての固有関数は局在し
そのスペクトルは点スペクトル、V < 1では広がった状態
で絶対連続スペクトルに転移する。臨界点の V = Vc = 1
では、固有関数は臨界状態でスペクトルは特異連続スペク
トルを示す。局在領域 (V > Vc(= 1.0))での固有状態の局
在長 ξ0(V )は、全ての固有エネルギーに対し

ξ0 =
1

ln |V |
(8)

であたえられ、エネルギーに依らない。この著しい性質は、
自己双対性と Thouless公式により導かれる。
これらの性質を反映し、初期局在波束の量子ダイナミク

スは、V > 1では指数関数的に局在し、V < 1ではバリス
ティックな広がり方をし、V = 1では（正常）拡散的に広
がると示唆されている [11–13]。
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FIG. 1: (Color online) The double logarithmic plots of m2

as a function of t for some values of the potential strength
V = 1.1, 1.0, 0.9 in the unperturbed Harper model (ϵ = 0)
with φ = 0. ℏ = 1. The black dashed lines have slope 1 and
2.

図 1は、無摂動の Harperモデルで、ポテンシャル強度
を局在側 (V > 1)から非局在側 (V < 1)へ変化させた場合
のMSDである。ゆらぎはあるが、局在の場合のm2 ∼ t0

から臨界の場合の diffusive m2 ∼ t1 を経て、m2 ∼ t2 の
ballisticな広がりへ変わることがわかる。V < 1では V の
値に依らず ballisticである。 すなわち、

m2(t) ∼


t0(localization) V > 1

t1(normal diffusion) V = Vc = 1

t2(ballistic spreading) V < 1

(9)

図 2は臨界点近傍 V ≳ 1での局在長 ξ0 =
√

m2(t → ∞)
のポテンシャル強度 V 依存性である。ξ0(V )がエネルギー
に依らないので、予想通りこの領域では

ξ0 =
1

ln |V |
∼ (V − Vc)

−1 (10)

という振る舞いが確認できる。
また、Balllistic領域 (V < Vc(= 1.0))では、

v2g = lim
t→∞

m2(t)

t2
(11)
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FIG. 2: (Color online) The dynamical localiation length ξ0 as
a function of (V − Vc) for V > Vc in the unperturbed Harper
model. The dotted lines have slope -1. ℏ = 1.

により群速度 vg を定義でき、臨界点近傍 V ≲ 1で

vg ∼ (Vc − V )1 (12)

をみたす。図 3でその様子を確認できる。

10-1

100

101

v g2

0.01 0.1
Vc-V

slope 2

FIG. 3: (Color online) The dependence of the group veroc-
ity squared v2g as a function of (V − Vc) for V > Vc in the
unperturbed Harper model. The dotted lines have slope 2.
ℏ = 1.

さらに、臨界点 V = Vc = 1における固有状態のマルチ
フラクタル性やレベル統計、波束のダイナミックスなどの
特徴もよく調べられている [41, 42]。

IV. LDT FOR THE LOCALIZED STATES
(V > Vc)

この節では、ポテンシャル強度 V、主に V = 1.3と局
在領域に固定し、多色摂動のパラメータ M , ϵ を変えて
dynamicsが非局在状態に変化する様子を調べる。ここで
は、局在に対する摂動効果としての現象を観たいので、基
本的には摂動強度は主に ϵ < 0.5とするが、ϵが摂動であ
ることを超えた大きな場合の現象にも言及する。この節以
降では、ポテンシャルの位相 φに関する 10サンプル平均
をとり、また ℏ = 1/8での結果である。

A. Localization for M = 1 and M = 2

1色摂動 (M = 1)、2色摂動 (M = 2)の場合の MSD
変化を図 4に示す。図 4(a),(b)でわかるように、少なくと
も、小さい強度 ϵの摂動が加わった場合は局在が維持され
る。しかし、摂動強度がさらに増していくと、M = 1は
局在のままだが、M = 2では正常拡散に変化しているこ
とが、図 4(c),(d)からわかる。このことは、2色摂動を掛
けた Andersonモデル lの場合、ϵがいくら大きくともそ
の局在が維持されることと異なるものである。無摂動でも
V の値により、非局在状態を内包するような Harperモデ
ル固有のものかもしれないが、本稿ではこれ以上立ち入ら
ない。

101

102

103

104

m
2

102 103 104

t

 ε=0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5

M=1

101

102

103

104

m
2

102 103 104

t

 ε=0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5

M=2

150x103

100

50

0

m
2

20x103151050
t

 ε =0.6
 0.8
 1.0
 1.2
 1.4

V=1.3 M=1
200x103

150

100

50

0
m

2
20x10315105

t

 t^1
 ε=0.6
 0.7
 0.8
 0.9
 1.0
 1.1

 

V=1.3 M=2

FIG. 4: (Color online) The double logarithmic plots ofm2 as a
function of t for some values of the perturbation strength ϵ in
the perturbed Harper model of the potential strength V = 1.3
with (a)M = 1 and (b)M = 2. The panels (c) and (d) show
the results in the real scale for the relatively large values of
ϵ. An average over 10 random phases is taken. ℏ = 1/8. The
same applies to the following numerical results.

1色摂動と 2色摂動の場合での数値的にとらえられた動
的局在長 ξ =

√
m2(t → ∞)の摂動強度依存性を図 5に示

す。図は局在長 ξ を無摂動での局在長 ξ0 でスケールした
ものを示している。どちらの場合も、ϵ < 0.5では指数関
数的に増大がみられる。すなわち

ξ(V, ϵ) ≃ ξ0(V )ecϵ. (13)

である。(cは定数。)これは、AndersonモデルやAnderson
マップ系でみられたものと類似の傾向である。
ϵのより大きな領域では 1色摂動は局在が続き、局在長

は ϵ ≃ 1(= ϵ∗)で最大になり減少に転じる。つまり、拡散
量であるm2は ϵ∗で最大となる。一方、2色摂動の場合は
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ϵ∗ に至る直前に拡散m2 ∝ t1 になり、拡散量も最大にな
る。M = 2はM = 1と次節に見るM = 3の場合の中間
的な振る舞いをみせ、ϵの値の大きさを気にしなければ、
LDTが起こるといえる。しかし、転移点の臨界強度や拡
散指数の不明確さは、M ≥ 3 の場合とも異なる。
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FIG. 5: (Color online) The scaled dynamical localiation
length ξ/ξ0 as a function of ϵ for M = 1, 2, 3 in the case
V = 1.3. The dotted line represents critical strength ϵc = 0.32
for M = 3.

B. LDT for M ≥ 3

図 6 に 3 色摂動、4 色摂動、５色摂動の場合の摂動強
度 ϵ 増加に対する MSD 時間変動 m2(t) を示す。M = 3
の場合、V = 1.3 でも V = 1.5 でもある値 ϵ = ϵc で
m2 ∼ tα, α ≃ 2/3の subdiffusionを示し、その後 ϵ > ϵc
に対しては長時間で m2 ∼ t1 の正常拡散になることが図
6(a)(b)からわかる。ϵ < ϵcでは長時間では局在する。その
局在長は図 5にプロットしてある。この場合は ϵ = ϵc ≃ 3.2
で LDTが生じ局在長は発散する。さらに、M を増加させ
4色摂動系や 5色摂動系でも類似の傾向がみられ、それぞ
れの場合の subdiffusionは α ≃ 2/4, α ≃ 2/5であること
が図 6(c)(d)からわかる。確認のために、図 7に示した瞬
間的拡散指数 αins の時間変動も ϵの増大で、α → 0から
α → 1 への転移において上記の LDTの存在を示唆して
いる。
図 8は転移点の ϵc のM 依存性である。おおよそ、

ϵc ∼
1

M − 1
(14)

であり、Andersonマップ系などの場合と類似である。
図 9は、M = 3, 5における ϵ > ϵc の非局在化した拡散

的状態の拡散係数を摂動強度の関数として plotしたもの
である。この場合も拡散係数Dは拡散量に対応し、

D = lim
t→∞

m2

t
(15)
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FIG. 6: (Color online) The double logarithmic plots ofm2 as a
function of t for some values of the perturbation strength ϵ in
the perturbed Harper model V = 1.3, with (a)M = 3,V = 1.3
(b)M = 3,V = 1.5 (c)M = 4,V = 1.3 (d)M = 5, V = 1.3.

The dashed lines indicate m2 ∝ t1 and m2 ∝ t2/M in each
cases.
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FIG. 7: (Color online) The time-dependence of αins(t) for
various strength ϵ in the perturbed Harper model of V = 1.3
with (a)M = 3 and (b)M = 5. The dotted lines indicate
αins(t) = 2/M .

を数値的に評価して決めたものである。ϵの増加とともに
D は増大し、ϵ ≃ ϵ∗(= O(1))で最大になりその後減少に
転じることがわかる。(ϵ∗ ≃ 1.2である。)
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FIG. 8: (Color online) The critical value ϵc of LDT in the
perturbed Harper model of V = 1.3. Note that the both axes
are in logarithmic scale.
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FIG. 9: (Color online) Diffusion coefficient D as a function of
ϵ(> ϵc) in the perturbed Harper model of V = 1.3. Note that
the both axes are in logarithmic scale.

V. BDT FOR THE EXTENDED STATES (V < Vc)

3節でみたように、Harperモデルは self-dualityにより、
V > Vc での性質と V < Vc の性質での密接な対応が存在
する。実際に、Harperモデルの時間離散版である kicked
Harperモデル (KHM)においては、多色摂動により局在
から拡散への転移と同時に、ballistic propagationから正
常拡散への転移 (BDT)も観られている。Harperモデルで
のこの現象を確認することがこの節の目的である。
図 10は、Harperモデルの extended states (V = 0.7(<

Vc))をベースにして多色摂動を伴った場合の波束の広がり
方である。M = 1の 1色摂動では強度を上げても ballistic
spreadingは破れず、M ≥ 2以降では ϵの増大で ballistic-
diffusive transition (BDT)がみられる。ただ、数値的に正
確な転移点 ϵbを得ることはたやすくない。M = 3が決め
られる限界のようにみえる。実際、この時間スケールでは
ballistic propagationから拡散へ変化する過程で、様々な
拡散指数 1 < α < 2の super-diffusionが混在するかにも見
える。これを示すために、拡散指数の時間変化αins(t)を図
11(b)に表示した。この場合、M = 3,V = 0.7で α ≃ 1.64
で ϵb ≃ 0.5 であることがわかる。
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FIG. 10: (Color online) The double-logarithmic plots of m2(t)
as a function of t for various strength ϵ in the perturbed
Harper model of V = 0.7 with (a)M = 1, (b)M = 2, (c)M = 3
and (d)M = 5. The solid black lines indicate normal diffusion
m2 ∝ t1 and ballistic spreading m2 ∝ t2. Note that the axes
are in the logarithmic plot.
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FIG. 11: (Color online) The time-dependence of αins(t) for
various strength ϵ in the perturbed Harper model of V = 0.7
with (a)M = 1 and (b)M = 3. The dashed lines indicate
normal diffusion αins(t) = 1 and ballistic spreading αins(t) =
2.

VI. DIFFUSIVE PROPERTY AT THE
CRITICAL STATE (V = Vc = 1)

この節では、V = 1 = Vc として Harper モデルの臨
界状態への多色摂動効果による効果を調べる。3節でもみ
たように、V > Vc や V < Vc の場合と大きく異なるの
は、V = Vc = 1 では、ϵ ≃ 0 であっても拡散が実現す
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FIG. 12: (Color online) The plots of m2 as a function of t for
some values of the perturbation strength ϵ in the perturbed
Harper model of the critical potential strength V = Vc = 1.0
with (a)M = 1, (b)M = 2 and (c)M = 3. Note that the both
axes are in real scale.
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FIG. 13: (Color online) Diffusion coefficient D as a function
of ϵ for M = 2, 3, 5 in the perturbed Harper model with the
critical strength V = 1.0 Note that the both axes are in log-
arithmic scale.

る。この拡散的振る舞いが摂動でどう変化するであろう
か。図 12に示すように、摂動強度を変えていった場合の
MSDも、おおむね正常拡散を示す。これをDDT(diffusive-
diffusive transition)と呼ぶ。このときの拡散係数の変化を
ϵに対して表示したものが図 13である。ϵ ≃ 0から増大
し、ϵ = ϵ∗(≃ 1.2)でピークに達し、その後減少していく。
この傾向は V < Vc の局在から出発して LDT後の非局在
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FIG. 14: (Color online) The double-logarithmic plots of m2(t)
as a function of t for various potential strength V in the per-
turbed Harper model of M = 3 with the strength ϵ = 0.1

化した拡散状態の場合 (ϵ > ϵc) でも同様である。ただし、
V = Vc の場合は、ピークの ϵ∗ 周辺での Dの揺らぎが大
きい。これは図 12にも示されているように、正常拡散状
のもののみならず、共鳴により ballisticに近い振る舞いが
あることに対応する。これはM が小さい場合に顕著に表
れる。
また、図 14に示すように、ϵ = 0.1と有限の摂動強度

でも V = 1が局在と ballisticな広がり方の転移をもたら
すポテンシャル強度は Vc = 1である。つまりある強度ま
では元々Harperモデルでの構造が残ると思われる。実際
ϵ < 0.15では、ϵ = 0の場合とほぼ同様の V = 1で BLT
転移がおこる。
前節までの結果、局在から正常拡散への LDTの転移強

度 ϵc、ballistic から正常拡散への BDT の転移強度 ϵb を
含めて、(V, ϵ)面で大雑把に、局在（L）、拡散 (D)、弾道
(B)的広がりを分けた相図が図 15である。V = 1は青の
四角形のシンボル (ϵ ≃ 0.15)まで BLTが生じる様な元々
の Harperでの正常拡散的振る舞いが維持され、それ以降
は LDTで生じる正常拡散的なものとなる可能性がある。

VII. SUMMARY AND DISCUSSION

Harperモデルでの初期局在波束の量子拡散ダイナミック
スに多重周期時間摂動がどう影響するかを調べた。Harper
モデルはポテンシャル強度 V により、３つの状態、局在状
態 (V > 1)、広がった状態 (V < 1)、臨界状態 (V = 1)が
あり、それぞれの場合で時間摂動の色数M や強度 ϵを変
えその効果をみた。M ≥ 2では局在側から拡散への LDT
や extended 側から拡散への BDT が存在を確認できた。
さらに、臨界状態へ摂動を加えた場合のDDTも存在する
が、その ϵ依存性は共鳴を含み ballistic状態も含まれる。
この傾向はM が小さいほど顕著である。LDTと BDTの
場合はどちらの転移の臨界強度もM の増大で減少した。
M = 2 の微妙な点を除いては、定性的傾向は kicked

Harper map(KHM)の場合と同じといえる。表 Iには、本研
究やKHMの結果、さらに 1D Anderson mapやAnderson
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FIG. 15: (Color online) The schematic phase diagram in the
(V, ϵ) plane for M = 3 in the perturbed Harper model. The
wavepackets are localized in the region L, are diffusive in the
region D, and are ballistic in the region B. Some numerical
results of ϵc and ϵb are plotted in the diagram by red circles
and blue boxes, respectively, The legends by black triangles
denote the normal diffusion caused by critical states in the
unperturbed Harper model with V = 1.0.

モデル lの場合も含め局在非局在転移 [43–45] についても
記入したものである。
結局、randomnessも kickもない 1次元準周期系で、少

数自由度の結合とみなせるような準周期的時間摂動が印加
した場合、2色以上では摂動強度が増加すれば容易に量子
正常拡散が発生することが示された。ただし、これらのタ
イプの正常拡散への転移においても、モデルが 1次元系で
あることや時間摂動が特殊な形の線形振動子との結合に対
応するものであることには注意がいる。一般の自由度、例
えば非線形振動子などとの結合では異なる結果になる可能
性がある。まだ、平均二乗変位のみならず空間分布関数の

特異性との関連も明確にすべきである。

TABLE I:M−dependence of the DLT and BDT in the Harper
model. For 4 ≤ M < ∞ the result is same as the case of
M = 3. Those in the kicked Harper model (KHM), kicked
Anderson and Anderson models are also entered for reference.
The lower lines is a result of the d−dimensional disordered
systems. Loc: exponential localization, Diff:normal diffusion,
Balli:ballistic propergation

M 0 1 2 3 4
Harper model(V > 1) Loc Loc LDT LDT LDT
Harper model(V = 1) Diff Diff Diff Diff Diff
Harper model(V < 1) Balli Balli BDT BDT BDT
KHM (V >> 1) [37] Loc Loc LDT LDT LDT
KHM (V << 1) [37] Balli Balli BDT BDT BDT
Anderson model [35] Loc Loc Loc LDT LDT
Kicked Anderson model [34] Loc Loc LDT LDT LDT
Kicked rotor [34] Loc Loc LDT LDT LDT
d d=1 d=2 d=3 d=4 d=5
d−D Anderson model Loc Loc LDT LDT LDT
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