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非凸スパース制約最小化による信号復元：
非凸性制御によるアルゴリズム軌道の安定化

坂田綾香∗，小渕智之†

Reconstruction of sparse signals by minimization of nonconvex penalties

Ayaka Sakata∗and Tomoyuki Obuchi

本稿では，圧縮センシングにおける非凸スパース制約を用いた信号復元法について紹介する．
ここでは Smoothly Clipped Absolute Deviation(SCAD)，Minimax Concave Penalty(MCP)と
呼ばれる非凸スパース制約の最小化法を扱う．これらの制約は，非凸性パラメータと呼ぶ正則化
パラメータにより形が変化し，ある極限では ℓ1 制約と一致する．本稿では，近似確率伝搬法と
呼ばれるアルゴリズムにより非凸制約最小化問題を解くことを考える．対応する理論解析から，
非凸制約最小化法は ℓ1 制約最小化法よりも高い復元性能を与え，非凸性パラメータが小さいほ
どその性能が高くなることが示される．しかし，非凸性パラメータが小さくなると近似確率伝搬
法が収束しない問題が生じる．この問題の背景に，近似確率伝搬法の固定点への引き込み領域が
消失するという現象があることを示し，この現象に由来する収束性の悪さを非凸性制御と呼ぶ方
法により部分的に解決する (Sakata and Obuchi (2021))．

In this paper, we introduce a signal recovery method using nonconvex sparse penalties in

compressed sensing. We deal with nonconvex sparse penalties called Smoothly Clipped Ab-

solute Deviation (SCAD) and Minimax Concave Penalty (MCP). The form of these penalties

change depending on the regularization parameter, which we call the nonconvexity parameter,

and SCAD and MCP coincide with the ℓ1 penalty at a certain limit of the nonconvexity param-

eter. We introduce an approximate message passing (AMP) algorithm to solve the minimiza-

tion problem of the nonconvex sparse penalties. The corresponding theoretical analysis shows

that the nonconvex penalty minimization method gives better recovery performance than the

ℓ1-minimization method as the nonconvexity parameter decreases. However, the small noncon-

vexity parameter induces the difficulty in the convergence of AMP. We show that this difficulty

is caused by the vanishing basin of attraction to the fixed point of AMP, and mitigate the

difficulty by introducing a method called non-convexity control (Sakata and Obuchi (2021)).
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1. はじめに

圧縮センシングとは，線形観測により得られた圧縮データから高次元の信号を復元する
枠組みの総称である (Candés and Tao (2006), Donoho (2006a))．数学的には，真の信号
を x0 ∈ RN，観測行列を A ∈ RM×N として観測 y = Ax0 を得て，真の信号を観測から
復元する問題として定式化される．ここで，観測数M は信号の次元 N より小さいとし，
圧縮率を α ≡M/N < 1とする．このような設定は劣決定問題なので，一般に解は一意に
決まらない．しかし，真の信号について「有限の割合でゼロ成分がある」というスパース
性仮定を導入すると，M < N であっても真の信号を復元できる場合がある．このスパー
ス性の仮定は自然画像や音声データなど実社会に存在するデータにおいて近似的に成り
立つことが多いため，妥当な仮定であると言える (Elad (2010))．また可能な観測数に制
限がある場合に，少ない観測回数から対象の信号を復元したいという需要はさまざまな分
野に存在し，対象に応じた個別の定式化や数理的手法についても研究されてきた (Boche

et al. (2015))．例えば医療診断に用いられる核磁気共鳴画像法 (MRI)(Lustig et al. (2007))

や，複数個の電波望遠鏡を統合させたイベントホライズンテレスコープにおける画像復元
(The Event Horizon Telescope Collaboration et al (2019))などが具体的応用例として知
られる．
観測結果 yからスパースな信号を復元する方法の一つは，y = Axという制約を満たす

xの中で最小の ℓ0ノルム，すなわち最小の非ゼロ要素数を与える xを復元信号とする方法
である．これは ℓ0 最小化法と呼ばれ，次のように定式化される．

min
x

||x||0, subject to y = Ax (1.1)

観測数M が信号の非ゼロ要素数より大きいとき ℓ0 最小化法は正しく真の信号を復元する
と期待されるが，実際に (1.1)を最小化するには可能な非ゼロ要素の位置の組み合わせを
全て探索する必要がある．これはNP困難な問題であり，信号の次元N が増えるとともに
計算量が指数関数的に増大し，実用的ではない．そこで，代わりに (1.1)を凸緩和した ℓ1

最小化法が広く用いられている (Candés and Tao (2006), Chen et al. (2001))．

min
x

||x||1, subject to y = Ax (1.2)

ここで ||x||1 =
∑N

i=1 |xi|は ℓ1ノルムである．(1.2)の利点としては，凸最適化法を始めとする
様々なアルゴリズムが適用可能であること (Tropp (2007), Donoho et al. (2009a), Chartrand

and Yin (2008))，また観測行列に対する条件から (1.1)と (1.2)の解が一致する条件が得ら
れることなどが挙げられる (Gribonval and Nielsen (2003), Candés (2008))．
しかし ℓ1最小化法の信号復元性能は一般に ℓ0最小化法に劣る．これは ℓ1制約が推定量の
縮小をもたらすという点に起因する．ℓ1最小化法の扱いやすさと ℓ0最小化法の性能の良さ
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を両立するため，ℓp (0 < p < 1)ノルム最小化法なども提案されており，実際 ℓp (0 < p < 1)

最小化法は ℓ1最小化法よりも少ない観測数で高い信号復元性能を得ることが示唆されてい
る (Chartrand (2007), Chartrand and Staneva (2008))．しかし，ℓp (0 < p < 1)最小化に
よる解は入力データに応じて不連続に変化することが知られており，予測性能やアルゴリ
ズムの安定性に懸念がある (Fan and Li (2001))．そこで推定値の縮小の問題と不連続性の
問題を同時に解決するため，Smoothly Clipped Absolute Deviation (SCAD) (Fan and Li

(2001))やMinimax Concave Penalty (MCP) (Zhang (2010))といった区分連続な非凸制
約が提案されている．1.3節で説明するように，SCAD，MCPは推定量の縮小を軽減し，
また入力に対して連続的に振る舞う推定量を与える．
一般に非凸関数を最小化する問題では，多数の局所解の出現に由来して初期条件依存性
が生じることが知られる (Agarwal et al. (2016))．本稿では，圧縮センシングにおける信号
復元に対して非凸制約最小化法を用い，近似確率伝搬法 (Approximate Message Passing,

AMP) と呼ばれるアルゴリズムを適用して実装する．そして AMPの解析を通して非凸制
約特有の問題について考察する．多数の局所解の出現という問題以外にも，局所解が存在
しない領域においてアルゴリズムの収束性に特徴的な難しさが生じることを示し，その解
決法である非凸性制御について説明する．

1.1 問題設定
本稿では非凸スパース制約を J(x; η)として示す．成分ごとに同じ制約が課されていると
して J(x; η) =

∑N
i=1 J(xi; η)と表記する．ηは非凸制約の形を変えるパラメータであり，こ

こでは非凸性パラメータと呼ぶ．非凸制約最小化法による推定値は次のように与えられる．

x̂ = argmin
x

J(x; η), subject to y = Ax (1.3)

本稿では J(x; η)として SCAD，MCPを考える．

1.2 SCAD，MCPとは
SCAD正則化は次のように定義される (Fan and Li (2001))．

J(x; η) =


λ|x| (|x| ≤ λ)

−x
2 − 2aλ|x|+ λ2

2(a− 1)
(λ < |x| ≤ aλ)

(a+ 1)λ2

2
(|x| > aλ)

(1.4)

非凸性パラメータは η = {λ, a} (a > 1)として与えられ，また λ ∈ (0,∞)，a ∈ (1,∞)で
ある．図 1 (a)は λ = 1，a = 3での SCAD制約であり，点線は関数形が切り替わるとこ
ろ (|x| = λ，|x| = aλ，|x| = aλ)を示している．SCAD正則化は a→ ∞極限で ℓ1制約と
一致し，また λ→ ∞における SCAD最小化は ℓ1 最小化と等価である．
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図 1 λ = 1，a = 3 での (a) SCAD と (b) MCP．点線は関数の形が変わるところを示す．
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図 2 (a) ℓ1 制約下の推定量，(b) SCAD制約下の推定量，(c) MCP下の推定量．点線は最小二乗推定量を表す．

MCPは次のように定義される (Zhang (2010))．

J(x; η) =


λ|x| − x2

2a
(|x| ≤ aλ)

aλ2

2
(|x| > aλ)

(1.5)

SCADと同じく η = {λ, a}であり，λ ∈ (0,∞)，a ∈ (1,∞)である．図 1 (b)に λ = 1，
a = 3でのMCPを示す．点線は関数の形が切り替わる点 |x| = aλを示している．SCAD

と同様に，MCPも極限 a→ ∞で ℓ1制約に一致し，また λ→ ∞におけるMCP最小化は
ℓ1 最小化と等価である．

1.3 SCAD，MCPのもとでの推定値
SCAD, MCP制約下の推定値の振る舞いを理解するため，次の 1次元の問題を考えてみ
よう．

x̂(s, w) = argmin
x

{
(x− w)2

2s
+ J(x; η)

}
(1.6)

これは制約 J(x; η)のもとで入力wをガウスモデルに当てはめる問題であり，s > 0とする．
SCAD，MCPとも上に凸の部分を含むため，全ての入力データに対して (1.6)が解を持つ
ためには，(1.6)の二次項の係数を考慮して適切な sおよび aの領域を考える必要がある．
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SCADの場合は a > 1+ sが成立する必要があり，この条件が成立しているとき (1.6)の
解は次のように与えられる．

x̂(s, w) = V(s, w/s)W(s, w/s) (1.7)

W と V は次のように与えられる．

W(s, w) =



w − sgn(w)λ for λ(1 + s−1) ≥ |w| > λ

w − sgn(w) aλ
a−1 for aλs−1 ≥ |w| > λ(1 + s−1)

w for |w| > aλs−1

0 otherwise

(1.8)

V(s, w) =



s for λ(1 + s−1) ≥ |w| > λ(
s−1 − 1

a−1

)−1

for aλs−1 ≥ |w| > λ(1 + s−1)

s for |w| > aλs−1

0 otherwise

(1.9)

sgn(w)は wの符号を意味する．s = 1，λ = 1，a = 3 における SCAD制約下での推定量
を，入力wの関数として図 2 (b)に示す．比較のため，最小二乗推定量（制約項がない場合
の推定量）を点線で示し，また図 2 (a)に ℓ1制約のもとでの推定量を示す．SCAD制約下の
推定量は，λ(1+ s−1) ≥ |w| > λで ℓ1制約下の推定量のように振る舞う．また |w| > aλs−1

では最小二乗推定量のように振る舞う．aλs−1 ≥ |w| > λ(1 + s−1)では，ℓ1 的な推定量と
最小二乗推定量が連続的につながる．この |w| > aλs−1 での最小二乗推定量と同じ振る舞
いが SCADの特徴であり，十分大きい wにおいては損失項 (x̂(w)−w)2/2sの値がゼロに
なる．この性質により，ℓ1制約下の推定量よりも高いデータ記述性能を持つと考えられる．
MCPの場合は，全ての入力について (1.6)が解を持つためには a > sである必要がある．

MCPの定義にある a > 1という条件と合わせると，満たすべき条件は a > min{1, s}であ
る．この条件が成立するとき，MCP下の推定値は SCADと同様に (1.7)の形で与えられ
るが，W と V はそれぞれ次のように与えられる (Sakata (2018))．

W(s, w) =


w − sgn(w)λ for aλs−1 ≥ |w| > λ

w for |w| > aλs−1

0 otherwise

(1.10)

V(s, w) =


(s−1 − a−1)−1 for aλs−1 ≥ |w| > λ

s for |w| > aλs−1

0 otherwise

(1.11)

図 2 (c)は s = 1，λ = 1，a = 3でのMCP下の推定値の振る舞いである．SCADと同様
に，|w| > aλs−1においてMCPは最小二乗推定量と同様に振る舞い，aλs−1 ≥ |w| > λの
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領域でゼロから連続的につながる．ℓ1的な振る舞いをする領域が存在しない点が SCADと
の違いである．

2. 確率伝搬法による推定値の評価

2.1 準備
SCAD，MCP制約下での (1.3)を解くにあたり，ベイズ推定の枠組みで問題を定式化し
ておく．まず尤度と事前分布を次のように与える．

f(x|D; τ) =
1(√

2πτ
)M exp

(
− 1

2τ
||y −Ax||22

)
(2.1)

ϕ(x;β) =
1

Nϕ
exp(−βJ(x; η)) (2.2)

D = {y, A}とした．また τ，β はパラメータであり，後ほど適切な極限操作を行う．尤度
は y ∼ Axという制約を表し，τ → 0で厳密に y = Axを満たす x上の一様分布となる．
事前分布は SCAD，MCP制約を表し，β → ∞で最小の制約の値を与える xのみサンプリ
ングされる．また Nϕ は規格化定数である．ベイズの定理より，事後分布は次のように与
えられる．

P (x|D; τ, β) =
f(x|D; τ)ϕ(x;β)

Z(D; τ, β)
(2.3)

Z(D)は規格化定数であり，次のように与えられる．

Z(D; τ, β) =

∫
dx f(x|D; τ)ϕ(x;β) (2.4)

また周辺事後平均を次のように定義しておく．

xi(D; τ, β) =

∫
dxxiP (x|D; τ, β) (2.5)

周辺事後平均を用いると，(1.3)の推定値の各成分は以下のように与えられる．

x̂i(D) = lim
β→∞

lim
τ ′→0

xi(D; τ ′β−1, β) (2.6)

(1.3)では y = Axという条件の下で SCAD，MCPを最小化することを考えているため，
β → ∞において τ ′ ≡ τβ → 0 という極限をとる必要がある．

2.2 近似確率伝搬法による近似計算
(2.5)を単純に評価するには，指数関数オーダーの計算が必要となる (Natarajan (1995))．
そこで，ここでは近似確率伝搬法 (Approximate message passing, AMP)と呼ばれるアルゴリ
ズムによって近似評価を行う (Mézard et al. (1987), Mezard and Montanari (2009), MacKay
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図 3 (a) 事後分布のグラフィカルな表現．(b) 局所的ツリー近似とメッセージの例．

(1999), Kabashima and Saad (1998))．AMPの一般系は generalized approximate mes-

sage passing (GAMP) (Rangan (2011), Kabashima and Uda (2004))と呼ばれ，GAMP

はさまざまな推定問題に対して適用可能である．本稿ではGAMPとその SCAD, MCP最
小化法への応用例を説明する．導出の詳細は付録 Aに譲り，ここでは概要を説明する．
2.2.1 確率伝搬法の一般形
AMPとは，確率伝搬法 (Message Passing, MP)というより一般的なアルゴリズムにお
いて，近似を行うことで計算量を削減したものである．ここでは導入としてまずMPの解
説を行う．
MPにおいては，変数ノードと因子ノードと呼ばれる二種類のノードと，それらをつなぐエッ
ジによって，確率モデルを二分グラフとして表現する (図 3 (a)) (Rangan (2011), Krzakala

et al. (2012))．因子ノードと変数ノードはそれぞれデータ yと推定される変数xを表し，因
子ノードと変数ノードを繋ぐエッジは観測行列Aに対応する．因子ノード yµと変数xおよ
びエッジ Aµi (i = 1, . . . , N)は yµ =

∑N
i=1Aµixi という関係を表している．事後分布に対

するMPは，一般に 2MN 個の “メッセージ” mi→µ (xi)と m̃µ→i (xi) (i = 1, 2, . . . , N, µ =

1, 2, . . . ,M) により与えられる．ここでの尤度 (2.1)は成分ごとの積で表現できるため，µ
番目のデータに関する尤度を f (yµ|(Ax)µ)と書くことにすると，メッセージは次のように
定義される．

m̃µ→i (xi) =
1

Z̃µ→i

∫ ∏
j ̸=i

dxjf
(
yµ| (Ax)µ

)∏
j ̸=i

mj→µ (xj) (2.7)

mi→µ (xi) =
1

Zi→µ
ϕ (xi)

∏
γ ̸=µ

m̃γ→i (xi) (2.8)

ここで Z̃µ→i と Zi→µ は規格化定数である．これらのメッセージは，グラフのエッジ上で
図 3(b)のように定義される．(2.7)，(2.8)は，ツリー近似されたグラフ上で評価された一
体分布である．たとえば図 3(b)の m̃2→5(x2)は，因子ノード y2につながる x5以外の変数
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が一体分布mi→2(xi)に従っているとしたとき，観測によりデータ y2を得たときの x2の周
辺事後分布を表す．またm5→3 は，3番目の観測結果 y3 を得る前の x5 の周辺事後分布で
ある．二分グラフが真にツリー構造である場合は，(2.7)，(2.8)に従って適当な端から変数
の状態和をとることで全ての (i, µ)に対するメッセージを得ることができる．周辺事後分
布はメッセージを用いて次のように表される．

Pi (xi) =
1

Zi
ϕ(xi)

M∏
µ=1

mµ→i (xi) (2.9)

Ziは規格化定数である．(2.9)を用いて周辺事後平均を評価すれば，推定値 (1.3) を得るこ
とができる．(2.9)は真にツリーなグラフにおいては厳密な周辺事後分布を与える．一方で
ツリー構造ではないときは，(2.7)と (2.8)を再帰的に更新し，収束したメッセージを用い
て周辺事後分布を近似する．場合によっては収束しないこともあるため，アルゴリズムの
挙動を理論的に把握することが重要である．この点については 2.3節で触れる．

2.2.2 AMPの一般形
メッセージ (2.7)と (2.8)は合計で 2M ×N 個存在するが，N が十分大きく，観測行列
の各成分が Aµi ∼ O(N−1/2)であり，また成分間の相関が無視できるときは，付録 Aに示
すように中心極限定理から m̃µ→iはガウス分布と考えることができ，そのため，その平均
と分散のみを考えれば良い．AMPは，メッセージそのものではなく，その平均と分散を
更新するアルゴリズムとして与えられる．AMPでは，周辺事後分布 Pi(xi)は二つのパラ
メータ Σ2 と Rを用いて次のように与えられる．

Pi(x) = M(x; Σ2, Ri) (2.10)

ここでMは次のように定義される確率分布である．

M(x; Σ2, R) =
1

ZM (Σ2, R)
ϕ(x)

1√
2πΣ2

exp

(
− (x−R)2

2Σ2

)
(2.11)

また ZM (Σ2, R)は規格化定数である．(2.11)は，事後分布のうち，変数 xi に関する事前
分布を除いた部分が平均Ri，分散 Σ2のガウス分布により表現されていることを意味する．
Ri，Σ2 は次のように与えられる．

Σ2 =

(
1

N

∑
µ

(g′out)µ

)−1

(2.12)

Ri = ai +

(∑
µ

(gout)µAµi

)
Σ2 (2.13)
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ai は周辺事後分布平均であり，gout，g′out は次のように与えられる．

(gout)µ =
∂

∂ωµ
log

(∫
duµf(yµ|uµ) exp

(
− (uµ − ωµ)

2

2V

))
(2.14)

(g′out)µ = − ∂2

∂ω2
µ

log

(∫
duµf(yµ|uµ) exp

(
− (uµ − ωµ)

2

2V

))
(2.15)

V =
1

N

N∑
i=1

v2i (2.16)

ωµ =
∑
i

Aµiai − (gout)µV. (2.17)

v2i は xi の周辺事後分布の分散である．後々の議論のため，周辺事後分布の平均と分散を
次のように定義しておくと，

fa(Σ
2, R) ≡

∫
dxxM(x; Σ2, R), (2.18)

fc(Σ
2, R) ≡

∫
dxx2M(x; Σ2, R)− f 2a(Σ

2, R). (2.19)

ai，v2i は次のように表現される．

ai = fa(Σ
2, Ri) (2.20)

vi = fc(Σ
2, Ri) (2.21)

以上の一般形から，(2.14)，(2.15)に含まれる尤度 f(y|u)と，(2.18)と (2.19)に含まれる
事前分布 ϕ(x)を適当に設定すれば，AMPをさまざまな問題に応用することができる．
2.2.3 SCAD, MCP制約つき線形回帰におけるAMP

SCAD, MCP制約下での (1.3)に対する AMPを一般形から導出してみよう．そのため
には，線形制約 y = Axに対応する尤度と，SCAD，MCP最小化に対応する事前分布を代
入すれば良い．まず，尤度 f (yµ|uµ) ∝ exp

{
− 1

2τ (yµ − uµ)
2
}を代入しよう．後ほど β に

関する極限を取ることを考慮して，変数を V̂ = βV，Σ̂2 = βΣ2 とスケールしておく．こ
れにより V̂，Σ̂2は β → ∞極限において O(1)となる．尤度を (2.14)と (2.15)に代入する
と，(gout)µ と (g′out)µ は次のように与えられる．

(gout)µ =
yµ − ωµ

β−1V̂ + τ
(2.22)

(g′out)µ =
1

β−1V̂ + τ
(2.23)

(2.22)を (2.17)に代入し，また (2.23)を (2.12)に代入すると次の式を得る．

ωµ =
∑
i

Aµiai −
V̂

V̂ + τ ′
(yµ − ωµ) (2.24)

Σ̂2 = V̂ + τ ′ (2.25)
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次に，事前分布 ϕ(x) ∝ exp(−βJ(x; η))を (2.11)に代入して β → ∞極限をとると次の表
現を得る．

Z(Σ̂2, R) =

√
β

2πΣ̂2

∫ ∞

−∞
exp

{
−βJ(x; η)− β

(x−R)2

2Σ̂2

}
dx→

√
β

2πΣ̂2
exp

{
−βψ∗(Σ̂2, R)

}
(2.26)

ここで以下のように定義した．

ψ∗(Σ̂2, R) = min
x
ψ(x; Σ̂2, R), (2.27)

ψ(x; Σ̂2, R) = J(x; η) +
(x−R)2

2Σ̂2
(2.28)

また (2.22)と (2.25)を (2.13)に代入すると Rは次のように与えられる．

Ri =
∑
µ

Aµi(yµ − ωµ) + ai (2.29)

β → ∞での fa(2.18)は ψの最小値に対応する xの値である．

fa(Σ
2, R) = argmin

x
ψ(x; Σ̃2, R) (2.30)

(2.30)は (1.6)と同じ問題である．よって平均と分散は次のように与えられる．

fa(Σ̃
2, R) = V(Σ̃2, R/Σ̃2)W(Σ̃2, R/Σ̃2) (2.31)

fc(Σ̃
2, R) = V(Σ̃2, R/Σ̃2) (2.32)

以上の変数を再帰的に更新するのが SCAD，MCP最小化に対する AMPであり，まとめ
ると次の手続きからなる．上つきの (t)は t回目の更新時の値を意味する．

V̂ (t) =
1

N

N∑
i=1

v
(t−1)
i (2.33)

ω(t)
µ =

N∑
i=1

Aµia
(t−1)
i − V̂ (t)

V̂ (t) + τ ′
(y − ω(t−1)) (2.34)

Σ(t)2 = α−1(V̂ (t) + τ ′) (2.35)

R
(t)
i = a

(t−1)
i +

M∑
µ=1

Aµi(yµ − ω(t)
µ ) (2.36)

a
(t)
i = fa(Σ

(t)2, R
(t)
i ) (2.37)

v
(t)
i = fc(Σ

(t)2, R
(t)
i ) (2.38)

ここでM/N = αとした．以上の表現は有限の β，τ でのものであるが，(1.3)の評価のた
めには β と τ について極限をとらなくてはならない．τ ≪ β−1 であるので τ ′ → 0とした
AMPを用いることで，SCAD，MCP最小化法の推定値を得ることができる．
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2.3 AMPの収束性
AMPは信号のスパース度や観測行列の性質，圧縮率や非凸性パラメータの値によって
収束性に差がある．ここではAMPの性質を理論的に記述する方法についてまとめておく．
2.3.1 巨視的な収束性：状態発展法
AMPの軌道はデータに依存する確率変数であるが，N，M が十分に大きく Aの各成分
が独立で Aµi ∼ O(N−1/2)のとき，典型的な軌道は二つの統計量の時間発展として表され
る．以下ではM/N = α ∼ O(1)の場合を考える．この統計量の時間発展方程式は状態発
展法 (State Evolution, SE)と呼ばれ，AMPの典型的振る舞いを把握する上で有用である．
付録 Bの方法に従い，AMPの軌道をデータに関して平均化すると，次の二変数からなる
状態発展方程式が得られる (Sakata and Xu (2018), Krzakala et al. (2012))．

V (t+1) =

∫
dx0ϕ(x0)

∫
Dzfc(α

−1(V (t) + τ ′), x0 + z
√
α−1ε(t)), (2.39)

ε(t+1) =

∫
dx0ϕ(x0)

∫
Dz
[
fa(α

−1(V (t) + τ ′), x0 + z
√
α−1ε(t))− x0

]2
(2.40)

ここで ∫ Dz = ∫∞
−∞

dz√
2π
e−z2/2とした．密度発展法の変数 V (t)と ε(t)は，それぞれAMPの

変数とV (t) = ED[V̂
(t)]，ε(t) = ED[ε̂

(t)]として対応づけられる．ここで ε̂(t) = 1
N

∑N
i=1(x̂

(t)
i −

x0i )
2 は AMPにおいて t回の更新を行った際の推定値と真の信号のMSEである．
SEの時間発展 (SE flow)は，データに依存するAMPの典型的軌道であり，あらゆるデー
タに対するAMPの軌道が必ずしも SEに一致するわけではない．しかしN, M が十分大き
く，観測行列Aの各成分が i.i.d.であるなどの良い性質を持つとき，大数の法則からAMP

の軌道は SE flowに収束すると期待される．よって，固定されたデータのもとでの AMP

の振る舞いを理解する上で，SEは理論的根拠となる (Montanari and Bayati (2011))．特
に，V と εの意味から，V = ε = 0が SEの大域的固定点であれば，AMPによって真のパ
ラメータが復元できることを意味する1)．よって SEにおいて V = ε = 0が解であるかど
うかを確認することが，AMPの性質を見る上でまず重要である．
2.3.2 微視的な収束性：固定点の線形安定性
SEは V (t)，ε(t)という統計量を用いて AMPの巨視的性質を記述するが，統計量のレベ
ルで収束していても，微視的なレベル，たとえば R

(t)
i→µ などの値そのものが収束している

とは限らない．ここでは AMPの微視的な収束性を議論する．SEにおける統計量 V，εの
空間に含まれるある微視的固定点があったとして，その周辺での線形安定性解析を考えよ
う (Kabashima (2003))．付録 Cに示す方法に従うと，次の条件に従うとき，AMPは微視

1) 問題によっては V = ε = 0以外の固定点も同時に存在することがあり，そのような場合にはあらゆる初期条
件から真のパラメータを推定することはできない．しかし本稿で扱う問題設定では，V = ε = 0 が SE の固
定点であるとき，他の解が存在することはない．
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的なレベルで安定であると言える．

α

(V + τ ′)2

∫
dx0P0(x

0)

∫
Dz

(
∂fa(α

−1(V + τ ′), x0 + z
√
α−1ε)

∂(z
√
α−1ε)

)2

< 1 (2.41)

SEの巨視的固定点において (2.41)が満たされているのであれば，その固定点内の１点に
AMPは収束する．一方で，SEがある巨視的な固定点に収束するものの，その巨視的な固
定点で (2.41)が満たされていないとき，AMPは微視的には収束せず，統計量 V , εの空間
内で常に動いている状態である．微視的収束性を把握するためには各 SEの固定点で (2.41)

が満たされているかどうかを確認しなくてはならない．ただし V = ε = 0が SEの固定点
であるときは (2.41)はただちに満たされる．V̂ および ε̂の各成分，viと (x̂i − x0i )

2 は常に
非負であるため，その和がゼロになるということは全成分がゼロであることを意味する．
したがって V = ε = 0であるとき，これを満たす微視的状態は 1つしかなく，V = ε = 0

が常に微視的に安定であることと整合する．
微視的な収束性条件 (2.41)は，スピングラス理論における de Almeida-Thouless条件と
の対応から，指数関数個の局所解の出現を意味することが知られている (De Almeida and

Thouless (1978),Kabashima (2003))．したがって，今の問題でも (2.41)が破れた場合，た
くさんの局所解が出現していると考えられる．

3. AMPと SEの不一致と非凸性制御による改善

本章では，前節で紹介した AMPとその性能解析法を用いて，実際に SCAD, MCP最小
化法の性能を評価してみる．以下で示す性質は SCAD，MCPについて共通であるため，主
に SCADを用いて説明する．

3.1 密度発展方程式から見る引き込み領域の縮小
図 4は AMPにより得た，SCAD最小化による推定値を示している．真の信号の各成分
は次の分布に従って生成した．

P0(xi) = (1− ρ)δ(x0i ) +
ρ√
2π

exp

(
−x

0
i
2

2

)
(3.1)

また観測行列の各成分は，平均 0，分散 1/N のガウス分布に従って生成した．図 4の実線
と⃝はそれぞれ真の信号と推定値とした．(a)は λ = 1，a = 3，ρ = 0.19，(b)は λ = 0.3，
a = 3，ρ = 0.28の結果である．(a)では高い精度で真のパラメータを推定できている．この
パラメータ領域では，SEにおいても V = ε = 0が固定点となることが確認できる．(a)の
パラメータ領域では ℓ1最小化法は失敗することが知られており (Donoho (2006b), Donoho

and Tanner (2009), Kabashima et al. (2009))，図 4(a)は非凸性制約を用いた推定性能改
善の一例である．(b)は (a)より密な信号に対して，AMPによる 10回の更新後の推定値
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図 4 N = 100，M = 50 での真の信号 x
(0)
i (実線) と SCAD 最小化により推定した推定値 x̂i (◦) の比較．(a)

は ρ = 0.19，λ = 1，a = 3．(b) は ρ = 0.28，λ = 0.3，a = 3 の場合．(b) では，AMP による更新を繰り返す
と発散するため，10 回の更新後の結果をプロットしている．
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図 5 α = 0.5，ρ = 0.28 での SCAD の SE flow．(a) は λ = 1，a = 3，(b) は λ = 0.3，a = 3．星は SE の固
定点を示す．また (b) の影付きの領域は原点への引き込み領域を表す．

を示している．推定値は十分な更新の後でも真の信号と一致せず，発散してしまう．一方
でこのパラメータ領域 (α = 0.5, ρ = 0.28, λ = 0.3, a = 3)において SEの固定点を評価す
ると，ε = V = 0は大域的安定解であるため，原理的には真の信号を復元できるはずであ
る．また微視的安定性も保証されているため，AMPと SEの不一致は局所解の出現に由来
するものではない．図 4(b)の例に限らず，真の信号が密である場合，SEでは V = ε = 0

が大域的固定点であるにもかかわらず AMPが収束せずに発散する傾向にある．
このような SEと AMPの挙動の不一致性について議論するため，α = 0.5，ρ = 0.28で
の SE flowを見てみよう．このパラメータ領域では，図 4(b)に示すように λが小さい場合
AMPが発散してしまう．図 5(a)は λ = 1，a = 3，(b)は λ = 0.3，a = 3での SE flowであ
る．座標 (V̂ , ε̂)上の矢印は規格化されたベクトル (V (t+1) −V (t), ε(t+1) − ε(t))であり，その
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点における SE flowの方向を示す．また SEの固定点を星印で示した．図 5 (a)に示すよう
に，λが十分大きいとき SEは有限の ε，V に固定点を持つ．ただし，この巨視的固定点で
は微視的安定性条件 (2.41)が破れており，巨視的には収束するものの微視的には収束しな
い．λを下げると，図 5(b)に示すように V = ε = 0が大域的固定点となるが，V = ε = 0

へ向かう流れは，ほぼ V 軸上にのみ存在する．十分な回数の更新ののち V = ε = 0に収束
する初期条件の集合，すなわち引き込み領域 (Basin of Attraction, BOA)を，図 5(b)の影
付きの領域として表している．矢印は SEによる 1ステップでの変化を表しているので，矢
印が原点を向かない点 (V, ε)が BOAに含まれることに矛盾はない．V − ε平面上の BOA

の面積は，非凸性パラメータ λが小さくなるにつれて縮小していく．一方で SEの固定点
を見ると，λが小さくなるほど，密な信号に対しても V = ε = 0が安定であることがわか
る．したがって，BOAが縮小するという問題を解決できれば，SCAD，MCP最小化法は
高い性能を発揮できると期待される．λ → ∞に対応する ℓ1 最小化の場合は，V = ε = 0

への BOAが非常に広いことが数値的に確認できるため，BOAの縮小は λの減少に起因す
ると考えられる．非常に小さい εを AMPの初期条件とすることができれば BOAの縮小
は問題にならないが，そもそも εはMSEであるため，非常に小さい εとは真の信号に極
めて近い状態を意味しており，そのような初期条件を用意することは一般に困難である．

3.1.1 非凸性制御

BOAの縮小問題は，非凸性制御と呼ぶ方法によって部分的に解決される．非凸性制御
においては，図 5(a)のように大きい λで現れる，有限の V, εの SEの解を利用する．有限
の V, εが巨視的な解であるとき，AMPの微視的収束性 (2.41)は満たされないため微視的
には収束していない．しかし，ε，V という統計量でみる範囲では収束していることから，
AMPの軌道は統計量 V , εの空間に閉じ込められており，小さい λで見られたようなAMP

の軌道の発散は生じない．このように十分大きい λで軌道が発散しない性質を用いて，λ
を下げながら AMPを更新する方法を非凸性制御と呼ぶ．

AMPの更新と同時に λを下げることで V = ε = 0に到達するためには，SEの巨視的固
定点が λに対して連続的になっている必要がある．図 6(a)は，α = 0.5，a = 3で，ρ = 0.28

での巨視的固定点の λに関する系列と原点への引き込み領域を示したものである．実線は
λを連続的に変化させた時の SEの巨視的固定点の系列であり，線上の点は各 λにおける
固定点を例として示している．原点は微視的にも収束しているが，その他の点は微視的に
は収束していない．図 6 (a)の影付きの領域は λ = 0.3，a = 3での V = ε = 0への BOA

である．λ = 0.3，a = 3で真の信号を復元するには，ε ∼ O(10−2)の初期条件を用意しな
くてはならず，非現実的である．一方で λ = 1などの大きい値では SEの固定点への BOA

が十分大きく，初期条件を fine tuningせずに巨視的固定点に収束することが可能である．
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図 6 SCADにおいて α = 0.5，a = 3で固定して λを減少させたときの巨視的固定点の系列 (実線)．•は各 λ

における固定点を表す．影付きの領域は十分小さい λにおける原点への引き込み領域で，(a)は λ = 0.3，ρ = 0.28

の場合，(b) は λ = 0.1，ρ = 0.32 の場合．

この λ = 1から λの値を徐々に下げることで，各 λの SEの固定点を辿って λ = 0.3での
V = ε = 0の BOAに入ることができる，というのが非凸性制御の方法である．しかし，こ
の方法は真の信号がより密な場合には必ずしも有効ではない．図 6 (b)にα = 0.5，ρ = 0.32

での λ = 0.1，a = 3における原点への引き込み領域と固定点の系列を示す．このとき，SE
の巨視的固定点の系列が不連続になることがある．図 6(b)の場合は λ ∈ (0.2117, 0.5530)

で解が存在せず，λを λ = 0.2117から 0.1まで下げれば固定点の系列が V = ε = 0につな
がる．しかしこの λ = 0.2117では既に BOAが狭くなっており，現実的な初期条件から巨
視的固定点に到達することが難しい．λに対する解の不連続性は，1.3節で述べた非凸性パ
ラメータ aに対する制約から生じる．信号が密な場合にはこの制約を満たす解が存在しな
い λ領域があるため，非凸性制御による性能改善が難しくなってしまう．

以上の SEにおける議論を頼りに，一つのデータの実現値に対する AMPにおける非凸
性制御のプロトコルを考えてみる．ここでは ‘平衡’的アプローチを考える．すなわち，各
λにおいて AMPが巨視的に収束するまで十分待ち，その後 λを dλだけ減らす，という
ものである．SEでは典型軌道を V と εにより記述していたが，εについては，その 1サ
ンプルの値 ε̂(t)を評価することができない．そこで，V̂ (t)と D̂(t) ≡ 1

N

∑N
i=1(x̂

(t+1)
i − x̂

(t)
i )2

により巨視的な収束を評価する．十分な AMPのステップ数ののち V̂ (t)，D̂(t) がある値の
周囲で揺らぐようになれば，巨視的に収束していると見なすことにする．その上で，λを
dλだけ下げるが，次にその dλの値を考えよう．非凸性制御がうまくいくためには，λに
おける SEの巨視的固定点が λ − dλにおける巨視的固定点の BOA内にある必要がある．
そこで，その条件が成立する最大の dλを dλmax として評価したのが図 7(a)である．ここ
で α = 0.5，ρ = 0.28とした．このパラメータ領域では λ < 0.3で完全再構成が可能なた
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図 7 (a) α = 0.5, ρ = 0.28, a = 3での dλmax の λ依存性．(b) V − ε平面上での SCADにおける非凸性制御
を用いた軌道．N = 105 における一つの D に対する AMP の軌道を実線で，密度発展法の軌道を⃝ で示す．

め，λ < 0.3での dλは自明に dλ ∼ λとなっている．

図 7(a)の dλmaxの値は SEから評価しているが，実際の AMPでの dλmaxの値はデータ
の実現値に応じて揺らぐことが想定される．そこで安全のため，ここでは全ての λにおい
て dλ = 0.1として AMPにおける非凸性制御を行ってみる．実際に AMPにおいて非凸性
制御を行った例が図 7(b)である．また，非凸性制御を行わない場合と行った場合の推定値
を図 8に示す． ここでは α = 0.5，ρ = 0.28としており，このパラメータ領域で適当な初
期条件から AMPを実行すると推定値が発散してしまう．そのため図 8(a)では AMPによ
る 10回の更新後の推定値を示している．図 7(b)では，ひとつのデータに対する N = 105

での AMPの軌道を実線で，対応する SEの軌道を⃝で示している．AMPの初期条件は
x = 0，vの全成分は 1としており，対応する巨視的変数の初期条件は V = ε = ρである．
非凸性パラメータの初期値は λ = 1，a = 3として，dλ = 0.1ずつ下げて最終的に λ = 0.3

とした．非凸性制御下の AMPの振る舞いは SEにより精度良く記述されており，また図
5 (b)の SE flowと比較すると，AMPの軌道は V = ε = 0への引き込み領域に入っていく
ことがわかる．V = ε = 0への到達時の推定値は図 8(b)に示す．このように非凸性制御が
うまくいくパラメータ領域では，適当な初期条件からの AMPの更新が失敗するような場
合でも，初期条件を fine tuningすることなく解くことができる．

図 9は，(a)SCAD最小化法と (b)MCP最小化法において，非凸性制御による信号復元が
可能なパラメータ領域を表している．‘NCC limit’の線は非凸性制御により信号復元できる
限界を示している．この線より上の領域であれば，λに関する巨視的固定点の系列が連続
的に V = ε = 0に繋がるため，非凸性制御によって信号を復元することが可能である．ま
た ‘Principle limit’の線は，これより上の領域であれば SEにおいて V = ε = 0が大域的安
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図 8 N = 1000, M = 500, ρ = 0.28, a = 3 における，推定値 x̂i (i = 1, · · · , 100, ◦) と真の信号 x
(0)
i (i =

1, · · · , 100, 実線) の比較．(a) は λ = 0.3 で固定して 10 ステップ更新した場合．(b) は非凸性制御により λ = 1

から λ = 0.3 まで下げながら AMP を更新した場合．
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図 9 a = 3において (a) SCAD最小化法 (b) MCP最小化法を用いた場合の信号復元に関する相図．NCC limit

は非凸性制御により信号復元ができる限界点で，Principle limit は SE において V = ε = 0 が固定点ではなくな
る限界点である．比較のために ℓ1 最小化法の結果を示している．影つきの領域は，信号復元が自明に不可能であ
る領域である．

定解になることを示している．Principle limitと NCC limitの間にはギャップがあり，こ
の領域では本稿で提案する非凸性制御法では信号を復元することはできない．しかし，非
凸性制御により信号復元が可能なパラメータ領域は，ℓ1最小化法より広くなっており，よ
り少ない観測でより密な信号を復元できることがわかる．また図 9において (a)SCADと
(b)MCPを比較すると，Principle limitについては SCADよりMCPの方が内側にあるが，
一方で NCC limitについては SCADの方が僅かに内側にあり，非凸性制御による復元性
能は SCADの方が高い．このことから，非凸制約のデザイン方法によっては，さらに広い
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領域で非凸性制御を有効にできる可能性があると考えられる．
本項で紹介した非凸性制御は，多数の局所解がないパラメータ領域において BOAの縮
小を解決するための手法である．したがって，局所解により推定が失敗する場合には，別
の解決方法を考える必要がある．しかし SEの解析から，局所解の出現以外の理由で非凸
制約最小化が困難になる場合があることがわかった．非凸性制御は部分的な解決策ではあ
るが，非凸制約最小化問題に対する AMPの軌道を安定化させる妥当な方法の一つである
と考えている．

4. まとめ

本稿では SCAD，MCP最小化法を用いた圧縮センシングにおける信号復元について紹
介した．非凸性パラメータが十分小さいとき，ℓ1最小化法よりも密な信号を少ない観測数
で復元することが理論的に予想されるが，実際に AMPを用いて解くと，解が発散してし
まう現象が見られた．SE flowの観察の結果，この現象の背後には引き込み領域の消失と
いう SCAD，MCP特有の現象があることがわかった．この問題点は非凸性制御と呼ぶ方
法により一部解決される．十分大きい非凸性パラメータを初期値とし，AMPでの推定変
数の更新と同時に非凸性パラメータを下げることにより，初期条件の fine tuningをしなく
ても固定点に収束できることが示された．
SCAD，MCPは，非凸性パラメータについて適切な極限をとった場合に推定量がオラク
ル性を持つようにデザインされている (Fan and Li (2001), Zhang (2010))．一方で圧縮セ
ンシングにこれらの制約を用いる場合には，引き込み領域をいかに消失させないかという
観点で制約をデザインする必要があるということが本研究から示された．このような引き
込み領域の消失と，非凸性制御による AMPの安定化が，i.i.d以外の場合についても有効
であるかどうかを検討することも必要であろう．たとえば回転不変行列などはその候補で
ある (Schniter et al. (2017), Gerbelot et al. (2020), Takahashi and Kabashima (2020))．
本稿ではデータがノイズを含まない場合を扱ったが，ノイズありの場合にも適用するこ
とができる．たとえば次のようなデータ生成過程を考える．

y = Ax0 +∆ (4.1)

ここで∆ ∈ RM はノイズベクトルである．このデータのもとでの線形回帰問題を考える
と，推定値は次のように与えられる．

x̂ = argmin
x

{
1

2
||y −Ax||22 + J(x; η)

}
(4.2)

係数 1/2は数学的取り扱いやすさのために導入した．2章の表記に従うと，推定値は次の
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ように与えられる．

x̂i(D) = lim
τ→0

xi(D; τ, β = τ−1) (4.3)

したがって，3章以降の議論で τ ′ = 1とすれば，ノイズありデータに対する線形回帰問題
に対応する．ノイズありの場合についても，局所解の出現と対応する微視的安定性条件を
得ることができ，この性質を利用した適切な非凸性パラメータの選択法なども提案できる．
詳しくは Sakata and Xu (2018), Obuchi and Sakata (2019)を参照されたい．

付録

A SCAD，MCP最小化に対するAMPの導出

ここではまず一般の尤度と事前分布に対する AMP である GAMP を導出し (Rangan

(2011), Kabashima and Uda (2004), Xu et al. (2014))，SCAD，MCP最小化問題に対す
る AMPを導出する．

A1 GAMPの導出
まず uµ = (Ax)µ という制約を表す次の恒等式を導入する．

1 =

∫
duµδ

(
uµ − (Ax)µ

)
=

∫
duµ

1

2π

∫
dûµ exp

{
−iûµ

(
uµ −

N∑
i=1

Aµixi

)}
(A.1)

これを (2.7)に代入すると次の表式を得る．

m̃µ→i (xi) =
1

2πZ̃µ→i

∫
duµf (yµ|uµ)

∫
dûµ exp

{
−iûµ (uµ −Aµixi)

}

×
∏
j ̸=i

{∫
dxjmj→µ (xj) exp

{
iûµAµjxj

}}
(A.2)

ここで j ̸= iに対する exp(iûµAµjxj)について，Aµj に関して二次まで展開する．二次で
の打ち切りは，Aµj ∼ O(N−1/2)であることから正当化される．そして j ̸= iについて xj

積分を行い，結果として得られる ûµ のガウス積分を実行すると，次の表式を得る．

m̃µ→i (xi) =
1

Z̃µ→i

√
2π(Vµ −A2

µivi→µ)

∫
duµf (yµ|uµ) exp

{
− (uµ − ωµ −Aµi(xi − ai→µ))

2

2(Vµ −A2
µivi→µ)

}

(A.3)

ここで ωµ と Vµ はそれぞれ次のように与えられる．

ωµ =

N∑
i=1

Aµiai→µ (A.4)

Vµ =

N∑
i=1

A2
µivi→µ (A.5)
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ai→µ，vi→µはメッセージmi→µの平均と分散である．再度，(A.3)をAµiについて２次ま
で展開すると次の表式を得る．

m̃µ→i (xi) =
1

Z̃µ→i

exp

{
−Aµ→i

2
x2i + Bµ→ixi

}
(A.6)

ここで Z̃µ→i =
√

2π
Aµ→i

e
B2
µ→i

2Aµ→i とした．また Aµ→i と Bµ→i は次のように与えられる．

Aµ→i = (g′out)µA
2
µi (A.7)

Bµ→i = (gout)µAµi + (g′out)µA
2
µiai→µ (A.8)

gout，g′out は次のように与えられる．

(gout)µ =
∂

∂ωµ
log

(∫
duµf(yµ|uµ) exp

(
− (uµ − ωµ)

2

2(Vµ −A2
µivi→µ)

))
(A.9)

(g′out)µ = − ∂2

∂ω2
µ

log

(∫
duµf(yµ|uµ) exp

(
− (uµ − ωµ)

2

2(Vµ −A2
µivi→µ)

))
(A.10)

(A.6)を (2.8)に代入すると，(2.8)についても同様の表現を得る．

mi→µ(xi) ∝ ϕ(xi) exp

−x
2
i

2

∑
γ ̸=µ

Aγ→i + xi
∑
γ ̸=µ

Bγ→i


=

1

Z̃i→µ

ϕ(xi) exp

{
− (xi −Ri→µ)

2

2Σ2
i→µ

}
(A.11)

ここで Z̃i→µ は規格化定数である．Ri→µ，Σ2
i→µ は次のように定義した．

Ri→µ =

∑
γ ̸=µ Bγ→i∑
γ ̸=µ Aγ→i

, (A.12)

Σ2
i→µ =

∑
γ ̸=µ

Aγ→i

−1

(A.13)

ai→µ，vi→µ の定義から，次の式が成立する．

ai→µ = fa
(
Σ2

i→µ, Ri→µ

)
, (A.14)

vi→µ = fc
(
Σ2

i→µ, Ri→µ

)
. (A.15)

周辺事後分布の平均と分散は，(A.14)と (A.15)の µに依存する部分を足し合わせると次
のように得られる．

ai = fa(Σ
2
i , Ri), (A.16)

vi = fc(Σ
2
i , Ri), (A.17)
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ここで次のように定義した．

Σ2
i =

(∑
µ

Aµ→i

)−1

(A.18)

Ri =

∑
µ Bµ→i∑
µ Aµ→i

. (A.19)

以上の表現はどのようなデータ Dに対しても適用できる．

A2 GAMPの TAP形式
前節の形式では，i = 1, . . . , N，µ = 1, . . . ,M に対する (A.7)，(A.8)，(A.14)，(A.15)を
更新することから，１ステップ内で 2M×N 個のメッセージを更新する必要がある．この手
続きの計算量は，１回の更新あたりO(M 2 ×N +M ×N 2)であり，小さいサイズの問題に
しか適用できない．しかし，行列Aの成分がスパースでなく，全ての要素がO(1/

√
N)で

あるとすると，2M ×N のメッセージをM +N 個のメッセージで書き換えることができる．
これにより，一回の更新あたりの計算量はO(M ×N)となる．このメッセージを削減した
更新式は，統計物理学におけるスピングラス理論で知られる Thouless–Anderson–Palmer

(TAP)方程式 (Thouless et al. (1977)) と等価であり，またAMPと呼ばれている (Donoho

et al. (2009b))．
ここでは TAP形式の導出について説明する．まず，(A.3)に現れるA2

µivi→µ ∼ O(N−1)

が十分小さいとして無視すると，次の式を得る．

(gout)µ =
∂

∂ωµ
log

(∫
duµf(yµ|uµ) exp

(
− (uµ − ωµ)

2

2Vµ

))
(A.20)

(g′out)µ = − ∂2

∂ω2
µ

log

(∫
duµf(yµ|uµ) exp

(
− (uµ − ωµ)

2

2Vµ

))
(A.21)

対応する Σ2
i，Ri は次のように与えられる．

Σ2
i =

(∑
µ

(g′out)µA
2
µi

)−1

(A.22)

Ri = ai +

(∑
µ

(gout)µAµi

)
Σ2

i (A.23)

十分大きいN ではメッセージ ai→µと vi→µはほとんど µに依存せず，ai，viに近くなる．
しかし，補正項の扱いには注意しなくてはならない．これはOnsager反跳場として知られ
る (Thouless et al. (1977))．(A.14)に Riの周辺でのテイラー展開を適用すると，ai→µは
次のようになる．

ai→µ = fa

(
1∑

γ Aγ→i −Aµ→i
,

∑
γ Bγ→i − Bµ→i∑
γ Aγ→i −Aµ→i

)

≃ ai +
∂fa(Σ

2
i , Ri)

∂Ri
(−Bµ→iΣ

2
i ) +O(N−1), (A.24)
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ここで Aµ→i ∝ A2
µi ∼ O(N−1)であることから∑γ Aγ→i −Aµ→i を

∑
γ Aγ→i = Σ−2

i と
近似し，また Bµ→i ∼ O(N−1/2)であることを利用した．(A.24)に Aµi をかけて，得られ
た式を iについて和をとると，(A.4)は次のようになる．

ωµ =
∑
i

Aµiai − (gout)µVµ, (A.25)

ここで，vi = fc(Σ
2
i , Ri) = Σ2

i
∂fa(Σ

2
i,Ri)

∂Ri
であることを利用した．

Vµ は次のように近似される．

Vµ =
∑
i

A2
µivi. (A.26)

ここで vi→µはA2
µi倍されているため，vi→µと viの差はN → ∞で無視できるとした．以

上の手続きで最も時間がかかる部分は，(A.23)にある行列とベクトルの積∑µ(gout)µAµiと
(A.25)にある∑iAµiai 部分である．したがって，１回の更新あたりの計算量は O(NM)

である．

A3 ランダム行列に対するさらなる一般化
N, M が十分大きく，行列Aの各成分が i.i.dで平均ゼロ，分散 1/N であるとき，TAP

方程式はさらに簡単化される．行列 Aの各成分の i.i.d.性より，大数の法則に従って次の
ように書き換えることができる．

Vµ =
∑
i

A2
µivi →

1

N

N∑
i=1

vi (A.27)

以下では V ≡ 1
N

∑N
i=1 viと定義する．同様の議論から，Σ2

i は iによらず典型的に次のよう
に与えられる定数 Σ2 に一致することが示される．

Σ2 =

(
1

M

∑
µ

g′out(ωµ, V )

)−1

(A.28)

対応する Ri は次の通りである．

Ri =

(∑
µ

gout(ωµ, V )Aµi

)
Σ2 + ai (A.29)

AMPは (A.27)，(A.28)，(A.29)と次の変数から成る．

ωµ =
∑
i

Aµiai − gout(ωµ, V )V, (A.30)

ai = fa(Σ
2, Ri), (A.31)

vi = fc(Σ
2, Ri), (A.32)

したがって AMPの 1ステップは 2(M +N + 1)個の変数の更新で与えられる．
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B 状態発展方程式の導出

ここでは発見的な説明から密度発展方程式を導出するが，その厳密性については Bayati

and Montanari (2011), Bayati and Montanari (2012)などに詳しい．(A.19)，(A.7)，(A.8)，
(2.22)，(2.23)，(A.4)を組み合わせると，分布を特徴付ける平均値 R

(t)
i について次の式が

得られる．

R
(t)
i =

1∑
µA

2
µi

∑
µ

Aµiyµ −Aµi

∑
j ̸=i

Aµja
(t)
j→µ

 (B.1)

上つきの (t)は，t回の更新時の値を意味する．ここで，N → ∞において，異なる j，µに
対する a

(t)
j→µ が互いに独立であると仮定する．すると {R(t)

i }を Aµi および yµ に依存する
確率変数と見なすことができる．さらに (B.1)は乱数の和として与えられることから，中
心極限定理に従いガウス乱数と見なすことができる．これらの考察のもと，R(t)

i の平均は
次のように与えられる．

ED[R
(t)
i ] = ED

 1∑
µA

2
µi

∑
µ

Aµiyµ −
∑
µ

∑
j ̸=i

AµiAµja
(t)
j→µ




≃
∑
µ

ED [Aµiyµ]− ED
∑
µ

∑
j ̸=i

[
AµiAµja

(t)
j→µ

]
= x

(0)
i (B.2)

また R
(t)
i の分散は次のように与えられる．

ED[(R
(t)
i − x0i )

2] ≃ ED


∑

µ

Aµiyµ −
∑
µ

∑
j ̸=i

AµiAµja
(t)
j→µ − x

(0)
i


2
 ≃ α−1ε(t) (B.3)

ここで (A.24)におけるO(1/
√
N)の項は無視し，(a(t)j→µ)

2を (a
(t)
j )2と置き換え，また {A2

µj}

をN−1で置き換えた．R(t)
i の統計性 (B.2)，(B.3)から，t+ 1回の更新時における周辺分

布m
(t+1)
i (xi)は次のように与えられる．

m
(t+1)
i (xi) ≃

1

Ẑ
(t+1)
i

ϕ(xi) exp

{
−β (xi − (x0i + z

√
α−1ε(t)))2

2α−1(τ ′ + V (t))

}
(B.4)

ここで zは平均ゼロ，分散 1のガウス乱数で，Ẑ(t+1)
i は規格化定数とした．(B.4)から，N

が十分大きいとき，tステップにおける周辺事後分布は２つのパラメータ V (t) と ε(t) によ
り表現されることがわかる．最後に (2.18)，(2.19)，(B.4)より，密度発展方程式は (2.39)，
(2.40)のように得られる．
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C 微視的安定性条件の導出

AMPを十分長いステップ数更新し，R(t)
i→µが固定点Ri→µに到達したとする．このとき

(A.12)と (A.24)から次の式を得る．

Ri→µ =
1∑

γ ̸=µ At
γ→i

∑
γ ̸=µ

Aγiyµ −Aγi

∑
j ̸=iAγjaj

α−1(Vµ + τ ′)

+
∑
γ ̸=µ

Aγi

∑
j ̸=iAγj

∂fa(Σ
2
i,Ri)

∂R

α−1(Vµ + τ ′)
Rj→γ

(C.1)

固定点の線形安定性を見るため，固定点から δRi→µだけずらしたときに，そのずれがAMP

の更新によりどのように発展するかを考える．(C.1)より，δRi→µ は次の式を満たす．

δR
(t+1)
i→µ =

α

V + τ ′

∑
γ ̸=µ

Aγi

∑
j ̸=i

Aγj
∂fa(Σ

2
i , Ri)

∂R
δR

(t)
j→γ (C.2)

ここでN は十分大きいとして Vµを平均値 V で置き換えた．ずれの各成分が相関しないと
すると，{Aµi}はガウス乱数なので，(C.2)右辺の和は中心極限定理からガウス分布に従
う．このことから，(C.2)の一次と二次のモーメントを観察することで，線形安定性を議論
することができる．
ここで十分大きいN において，ずれ δRi→µ がデータについて期待値をとった値に収束
する，という大数の法則が成立すると考える．このとき，微視的安定性は密度発展法におけ
る巨視的変数 V と εを使って表現される．まず δRi→µの一次モーメントは，Aµiの期待値
がゼロなので十分大きいN で無視できる．次に二次モーメントは次のように与えられる．

(δR
(t+1)
i→µ )2 ≃ α2

(V + τ ′)2
ED


∑

γ ̸=µ

Aγi

∑
j ̸=i

Aγj
∂fa(Σ

2
i , Ri)

∂R
δR

(t)
j→γ

2


=
α

(V + τ ′)2
1

M

∑
γ ̸=µ

 1

N

∑
j ̸=i

ED

[(
∂fa(Σ

2
i , Ri)

∂R

)2
]
(δR

(t)
j→γ)

2


≃ α

(V + τ ′)2
1

M

∑
γ ̸=µ

 1

N

∑
j ̸=i

ED

[(
∂fa(Σ

2
i , Ri)

∂R

)2
] 1

N

∑
j ̸=i

(δR
(t)
j→γ)

2


(C.3)

ここで積のサンプル平均をサンプル平均の積で書き換えた．さらに，巨視的変数ED[(
∂fa(Σ

2
i,Ri)

∂R )2]

は iによらず次のように表現される．

ED

[(
∂fa(Σ

2
i , Ri)

∂R

)2
]
≃
∫
dx0ϕ(x0)

∫
Dz

(
∂fa(α

−1(V + τ ′), x0 + z
√
α−1ε)

∂(z
√
α−1ε)

)2

(C.4)
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(C.3)に (C.4)を代入すると以下の表現を得る．

(δR
(t+1)
i→µ )2 ≃ α

(V + τ ′)2

∫
dx0ϕ(x0)

∫
Dz

(
∂fa(α

−1(V + τ ′), x0 + z
√
α−1ε)

∂(z
√
α−1ε)

)2

(δR
(t+1)
i→µ )2

(C.5)

ここで，大数の法則により，十分大きいN で 1
N

∑
j ̸=i(δR

(t)
j→γ)

2が (δR
(t)
i→µ)

2そのものと一
致することを利用した．(C.5)において (δR

(t+1)
i→µ )2 = 0 が安定となるためには係数が 1未

満でなくてはならず，これはまさに条件 (2.41)である．
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