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深層展開を用いた静的出力フィードバック安定化における
ハイパーパラメータの考察
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The static output feedback stabilization problem has a basic and simple structure. However, this problem is

NP-hard and difficult to solve. In this study, we apply the method of deep unfolding to design a static output

feedback control system. We then investigate how the performance of algorithms based on deep unfolding for

static output feedback stabilization depends on the hyperparameters of the optimizer. In particular, we provide

a policy for choosing appropriate hyperparameters by evaluating the algorithms’ stabilization success rates and

learning times for various optimizers, learning rates, loss functions, and discretization periods.
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1. は じ め に

制御工学において制御系の安定性を保証することは重要か
つ基本的な課題である．したがって制御理論においては，制御
対象の性質，制御器の構造，そして安定性の種類に応じて様々
な安定化問題が存在し，かつ盛んに研究されている 1)～3)．そ
れら安定化問題の中で簡単な構造をもつものの一つに静的出
力フィードバック安定化問題 4) がある．この静的出力フィー
ドバック安定化問題は，線形時不変システムをその出力を用
いて静的なフィードバックゲインにより安定化する問題であ
り，極配置 5)，遅れ系 6)，量子化制御 7)，確率制御 8)，ファ
ジイ制御 9) など様々な問題設定で研究が行われている．一方
で，静的出力フィードバック安定化問題はその単純な構造に
もかかわらず NP困難であることが知られている 10), 11)．こ
の安定化問題に対して，線形行列不等式の反復的な求解に基
づく手法 12) や極配置法を用いた手法 13) など様々なアルゴリ
ズムが提案されている．
この状況に対して近年，深層展開 14)～20) と呼ばれる深層学
習技術に由来する手法の静的出力フィードバック安定化問題
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への適用が文献 21), 22) で検討されており，一定の有効性が数
値的に示唆されている．一方でこれらの文献では，深層展開
にて重要な役割を果たすオプティマイザ 23) やハイパーパラ
メータに関する検討が十分になされていない．特に，与えら
れたシステムに対してハイパーパラメータをどのように選定
すべきかが明らかではなく，そのために手法の使用性が必ず
しも高くないという課題がある．
そこで本研究では，静的出力フィードバック安定化問題に
対する深層展開に基づいたアルゴリズムの性能が，オプティ
マイザや学習率などのハイパーパラメータに対してどのよう
に依存するかを調査し考察する．特に本稿では 1) オプティマ
イザ，2) 学習率，3) 損失関数，および 4) 離散化周期を様々
に変化させたときの，安定化成功率や学習回数を数値実験に
より調べることを通じて，適切なハイパーパラメータの決定
方針を与える．
本稿の構成は以下の通りである．第二章では本稿で扱う制
御問題である静的出力フィードバック安定化問題や，深層展
開を用いた制御器設計アルゴリズム，およびそのアルゴリズ
ムで使用されるオプティマイザについて述べる．第三章では
アルゴリズム性能のハイパーパラメータに対する依存性を考
察する．第四章では考察を踏まえた結論を述べる．

2. 問 題 設 定

2. 1 静的出力フィードバック安定化問題
連続時間線形時不変システム
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t)
（1）

を考える．ここで x(t) ∈ Rn は状態，y(t) ∈ Rp は出力，
u(t) ∈ Rm は入力である．係数行列 A, B, C は定数であり，
かつ制御系の設計者にとって既知であるとする．設計する制
御器は静的な出力フィードバック

u(t) = Ky(t) （2）

を考える．結果として得られる閉ループ系は

ΣK : ẋ(t) = (A+BKC)x(t) （3）

である．このシステムの安定性は以下のように定義される．
【定義】 システム（3）が安定であるとは，任意の初期状態
x(0) ∈ Rn に対して limt→∞ x(t) = 0 が成り立つことを
言う．
静的出力フィードバック安定化問題は以下のように定式化
される．
［問題 1］ 閉ループ系（3）が安定であるようなフィードバック
ゲイン K を求めよ．
2. 2 制御器設計アルゴリズム
本項では静的出力フィードバック安定化のための深層展開

に基づいたアルゴリズムを述べる．
深層展開は，誤差逆伝播法や確率的勾配法などの深層学習

技術を利用した反復アルゴリズムの改善手法である 14)～20)．
時間方向に展開された信号流グラフを深層ニューラルネット
ワークとみなすことで，グラフに埋め込まれた学習可能パラ
メータの調整が可能となる．また，深層展開は離散時間のア
ルゴリズムを対象とした手法であり，本稿で考える連続時間
における静的出力フィードバック安定化問題に対してそのま
ま適用することができない．そこで本稿では閉ループ系（3）を
周期 h > 0で以下のように離散化する：

x((k + 1)h) = exp((A+BKC)h)x(kh). （4）

また，深層展開を適用するために損失関数と呼ばれる指標
を準備する必要がある．本稿では文献 22) と同様に静的出力
フィードバック安定化問題を有限時間における状態のノルム
の最小化問題とみなすことで，次の 2つの損失関数

Llog(t;x0) = log ∥x(t)∥ （5）

LMSE(t;x0) = ∥x(t)∥2 （6）
を用いる．式（5）では文献 22) とは異なりノルム ∥x(t)∥ の対
数をとっていることに注意する．これは後述のフィードバッ
クゲインの学習中における数値的な不安定性を避けるためで
ある．
差分方程式（4）を反復アルゴリズムとみなせば，深層展開の
考え方を適用することにより静的出力フィードバック安定化
のための以下のようなアルゴリズム 22) が得られる．
（ 1） 離散化の周期 h > 0，フィードバックゲインK の初

期値，自然数M，正の数 T を定める．空間 Rn における
確率分布を定める．
（ 2） ステップ 1で定めた確率分布からM 個の初期状態
x0 をランダムに生成する．そして L(h;x0) を損失関数と
して確率的勾配降下法によりフィードバックゲインK の学
習を行う．ここでのバッチサイズは 1である．学習終了時
のフィードバックゲインを K(1) とする．このゲインを用
いた閉ループ系 ΣK(1) が漸近安定であればアルゴリズムを
終了する．
（ 3） 任意の k ≥ 2に対して，損失関数を L(kh;x0)，初
期値を K(k−1) として確率的勾配降下法により K の学習
を行う．初期状態 x0 はステップ 2 と同様の方法で生成す
る．学習終了時のフィードバックゲインKをK(k)とする．
閉ループ系 ΣK(k) が漸近安定であればアルゴリズムを終了
する．
（ 4） ステップ 3は k = T まで繰り返される．
以下に，深層展開に基づく他のアルゴリズム 21), 22) と，本
稿で提案するアルゴリズムの違いを述べる．一つ目が損失関
数（5）における対数の使用である．対数の導入によりアルゴリ
ズム実行時の数値的なオーバフローの発生頻度を下げること
ができると期待される．二つ目は離散化（4）の方法である．文
献 21) で用いられている双一次変換と比べて，本稿で用いて
いる状態のサンプリングはより自然な離散化だと考えられる．
2. 3 オプティマイザ
本項では，深層展開で使用する最適化アルゴリズムである

オプティマイザ 23)のうち，本研究で用いた SGD，Adagrad，
Adadelta，RMSprop，Adamの特徴を述べる．
2. 3. 1 SGD

SGDは最急降下法に改良を加えたアルゴリズムであり，最
急降下法において極小値に陥ってしまうことを解決する．し
かし，学習率の選択が困難である．小さすぎる学習率は収束
を極端に遅くし、大きすぎる学習率は収束を妨げてしまうか
らである．また，全てのパラメータ更新に同じ学習率が適用
されてしまうため，データが疎で特徴の出現頻度が非常に異
なる場合，全ての特徴を同じように更新してしまうため，出
現頻度が少ない特徴を見逃してしまう可能性がある．
2. 3. 2 Adagrad

Adagradは SGDにおける出現頻度が少ない特徴を見逃し
てしまうという欠点を改善するアルゴリズムである．しかし，
学習が進むにつれて学習率を小さくするため，最終的には学
習率が微小になってしまい，その時点で学習が終わってしま
うという欠点がある．学習率の推奨値は 10−2 である．
2. 3. 3 Adadelta

AdadeltaはAdagradの最終的に学習が終わってしまうとい
う欠点を改善したアルゴリズムである．また，更新における勾
配の単位を揃える工夫をしたアルゴリズムである．Adadelta

には学習率がないため，設定する必要がない．
2. 3. 4 RMSprop

RMSpropもAdagradの最終的に学習が終わってしまうと
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いう欠点を改善したアルゴリズムである．このオプティマイ
ザでは，最近の学習ほど強く影響を与えるように工夫されて
いる．学習率の推奨値は 10−3 である．
2. 3. 5 Adam

Adamは SGDに勾配の加速度を加えたアルゴリズムであ
るmomentumSGDと RMSpropを組み合わせたアルゴリズ
ムである．勾配と勾配の 2乗の情報をため込むことで，2つ
のアルゴリズムの組み合わせを実現している．学習率の推奨
値は 10−3 である．

3. アルゴリズム性能のハイパーパラメータに対する依
存性

前節で述べた制御器設計アルゴリズムの性能を評価する．
特に本稿では，性能のオプティマイザや学習率などのハイパー
パラメータに対する依存性を調べる．本節ではオプティマイ
ザ，学習率，hを変化させ，アルゴリズム性能の依存性を，成
功率と学習にかかった回数を用いて評価する．
性能評価を行う際に必要なシステム（1）は以下の手順 12) で

ランダムに 100個生成する．まず，固有値の実部の最大値が
0となる行列 Ãをランダムに生成する．この時の Ãは，−1

から 1の範囲で一様乱数を用いて生成された行列を P，その
行列の固有値の実数部の最大値を α とし，Ã = P − αI に
より定める．また行列 K，B，C を各要素について，−1か
ら 1 の範囲で一様乱数を用いて生成する．そして行列 A を
A = Ã − BKC により定める．この方法で生成された行列
A, B, C を係数行列として持つシステム（1）に対しては，閉
ループ系のシステム行列 A + BKC = Ã の固有値の実部が
0以下になるようなフィードバックゲインK の存在が保証さ
れている．
アルゴリズムの性能評価で共通して用いるパラメータを述
べる．学習アルゴリズムにおけるパラメータM , T はそれぞ
れM = 400, T = 600で固定する．離散化幅 hは 10−3 から
101まで対数スケールで変化させる．状態空間Rnにおける確
率分布は積集合 [−1, 1]n 上の一様分布とする．学習開始時に
おけるフィードバックゲインK の初期値は零行列とする．確
率的勾配降下法におけるステップサイズの調整には 2.3で述べ
た SGD，Adagrad，Adadelta，RMSprop，Adamを用いる．
状態 xの次元 n,入力 uの次元m,出力 yの次元 pの組み合わ
せは，小規模，中規模，大規模を想定して (n,m, p) = (4, 1, 1),

(8, 2, 2), (12, 3, 3)とする．各オプティマイザにおける学習率
ηは 10−5から 105まで対数スケールで変化させる．Adadelta

について，本来学習率は存在しないが，今回使用する pytorch

において探索幅の初期値のパラメータとして学習率が用意さ
れているため，Adadeltaにおいても学習率を変化させる．本
来の Adadeltaとなるための学習率は 1である．
まず (n,m, p) = (4, 1, 1) における各ハイパーパラメータ
に対する依存性を評価する．Fig.1 に，各オプティマイザに
おける学習率と hを変化させたときの成功率が 95%以上とな
るハイパーパラメータの組み合わせの範囲を示す．本研究で

は，成功率が 95%以上となるハイパーパラメータを適切なハ
イパーパラメータと定義する．Fig.1 から，以下の 3 つの特
徴がわかる．

• hが 1や 10の時，同じオプティマイザにおいてMSEと
logで比較すると logのほうが適切な学習率の範囲が広い
• h が 10−3 のとき，全てのオプティマイザにおいて適切
な学習率の範囲が最も狭い
• SGDでは logとMSE両方で，hと適切な学習率に反比
例関係がある
以下では上記特徴の理由を考察する．hが 1や 10の時，同

じオプティマイザにおける MSE と log で比較すると log の
ほうが適切な学習率の範囲が広いのは，MSEでは学習中に損
失の値が nanとなりプログラムがエラー終了してしまうから
である．これは，hが大きいと十分にK が学習されていない
状態で tが大きい時の xを計算してしまい，その結果 nanが
出てしまうと考えられる．また，h が 10−3 のとき全てのオ
プティマイザにおいて適切な学習率の範囲がせまいのは，h

の小ささに対して T が小さいために十分な時間幅での学習が
行えないため，安定化できるK を見つけることができていな
いと考えられる．最後に，SGDにおいて logとMSE両方で
hと適切な学習率が反比例関係にあるのは，SGDは学習率の
大小がそのまま学習する際の探索幅を表しており，その探索
幅が学習の進み具合に応じて変化しないからであると考えら
れる．
また，Fig.2に各オプティマイザにおける学習にかかる回数
の平均値を表すグラフを示す．ただし，学習率が 95%以上と
ならない成功率については省いている．全てのオプティマイ
ザの場合で，hが大きいほど同じ学習率において学習回数が
少なくなる傾向がある．また SGDにおいては，log，MSEと
もに学習回数と学習率の間に負の相関がある．SGD以外の 4

つのオプティマイザについて，hが大きい時，同じ学習率に
おいて logはMSEよりも学習回数が少ないことがわかる．
以上のことから，(n,m, p) = (4, 1, 1) においては，損失
関数 logかつ，hは 101 を使うべきであることがわかる．ま
た，最も学習回数が少なくなるような学習率がわからない学習
前の状況において，使用するオプティマイザは損失関数 log，
h = 101 で成功率が 95%以上となる学習率の範囲が広く学
習回数も少ない Adadeltaや RMSpropを選ぶべきであるこ
とがわかる．(n,m, p) = (4, 1, 1)においては，損失関数 log，
h = 101，Adadeltaの学習率 102やRMSpropの学習率 10−1

が最も優れているが，システムの規模が大きくなった場合や
他の制御問題においても同様の結果が得られるかを確認する
必要がある．
次に (n,m, p) = (8, 2, 2)における各ハイパーパラメータへ
の成功率の依存性を評価する．Fig.3 に，各オプティマイザ
における学習率と hを変化させたときの成功率が 95%以上と
なるハイパーパラメータの組み合わせの範囲を表すグラフを
示す．(n,m, p) = (4, 1, 1)と比較して，一部適切な学習率の
範囲が狭くなっている部分はあるが，先ほど述べた 3つの特
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(j) 損失関数 log，Adam

Fig. 1: (n,m, p) = (4, 1, 1)における成功率が 95%以上となる範囲

徴が (n,m, p) = (8, 2, 2)においても見られた．
また，Fig.4 に (n,m, p) = (8, 2, 2) における各オプティ
マイザにおける学習にかかる回数の平均値を表すグラフを示
す．(n,m, p) = (4, 1, 1) と比較して，(n,m, p) = (8, 2, 2)

においても同様の特徴が見られた．しかし，損失関数 log，
h = 101，Adadelta や RMSprop で成功率が 95%以上とな

る範囲が少し狭くなった．(n,m, p) = (4, 1, 1) と同様に，
(n,m, p) = (8, 2, 2) においても損失関数 log，h = 101，
Adadelta の学習率 102 や RMSprop の学習率 10−1 が最も
優れていた．
最後に (n,m, p) = (12, 3, 3)における各ハイパーパラメー

タの依存性を評価する．Fig.5 に，各オプティマイザにおけ
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(j) 損失関数 log，Adam

Fig. 2: (n,m, p) = (4, 1, 1)における学習にかかる回数

る学習率と h を変化させたときの成功率が 95%以上とな
るハイパーパラメータの組み合わせの範囲を表すグラフを
示す．(n,m, p) = (4, 1, 1), (8, 2, 2) と比較して，一部適切
な学習率の範囲が変化している部分はあるが，同じ特徴が
(n,m, p) = (12, 3, 3)においても見られた．
また，Fig.6に (n,m, p) = (12, 3, 3)における各オプティマ

イザにおける学習にかかる回数の平均値を表すグラフを示す．
(n,m, p) = (8, 2, 2)と比較して，(n,m, p) = (12, 3, 3)にお
いても同様の特徴が見られた．(n,m, p) = (4, 1, 1), (8, 2, 2)

と同様に，(n,m, p) = (12, 3, 3) においても損失関数 log，
h = 101，Adadeltaの学習率 102やRMSpropの学習率 10−1

が最も優れていた．
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Fig. 3: (n,m, p) = (8, 2, 2)における成功率が 95%以上となる範囲

全ての規模において，各オプティマイザについて 1つずつ
最適な学習率にを確認していくと，SGDでは先ほど述べたよ
うに hと学習率の間に相関があり，全ての hに対して学習回
数が少なくなるような学習率は存在しない．Adagrad では，
学習率の初期パラメータとして 10−2が与えられているが，今
回の条件下ではより大きい 100 や 101 のほうが学習回数が少

なくなる傾向が見られた．Adadelta は学習率 100 が本来の
最適化アルゴリズムであるが，今回の条件下では 103 のとき
に最も学習回数が少なくなっている．RMSprop は，学習率
の初期パラメータとして 10−3が与えられているが，本研究で
は 10−1 で最も学習回数が少なくなっている．Adamでは学
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(e) 損失関数 MSE，Adam
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Fig. 4: (n,m, p) = (8, 2, 2)における学習にかかる回数

習率の初期パラメータとして 10−3 が与えられているが，本
研究では 10−1 の時に最も学習回数が少なくなっている．つ
まり本研究の条件下では，SGD 以外の 4 つのオプティマイ
ザについて，初期パラメータよりも大きい学習率において最
も学習回数が少なくなっていた．学習率に関するこの結果が，

静的出力フィードバック問題以外の制御問題に対して深層展
開を適用した場合においても成り立つかどうかの検討は本稿
では行わない．しかしながら，静的出力フィードバック問題
に帰着可能であることが知られている様々な最適制御問題 24)

やあるクラスの動的出力フィードバック安定化問題 4) におい
ては，上述のように学習率を初期パラメータよりも大きくす
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Fig. 5: (n,m, p) = (12, 3, 3)における成功率が 95%以上となる範囲

る方が良いということが期待される．
以上のことから，本研究における条件下ではシステムの規
模に関わらず，損失関数 log，h = 101，Adadeltaの学習率
102 や RMSprop の学習率 10−1 が最も優れていることがわ
かった．今後は，他の制御問題においても同様の特徴が得ら
れるかを検証する必要がある．

4. 結 論

本研究では静的出力フィードバック安定化問題に対して深
層展開を適用した際の，アルゴリズム性能のオプティマイザや
学習率などのハイパーパラメータに対する依存性について考
察を行った．システムの規模を 3段階用意し，損失関数，オプ
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Fig. 6: (n,m, p) = (12, 3, 3)における学習にかかる回数

ティマイザ，学習率，時間幅 hをさまざまに変化させてシミュ
レーションを行った結果，損失関数 log，h = 10，RMSprop

における学習率 10−1，または Adadeltaにおける学習率 102

が最も優れていることがわかった．
しかし，本研究の結果は特定の条件を満たすシステム（3）

の静的出力フィードバック安定化問題において得られた結果

であり，他の条件や制御問題においても同様のハイパーパラ
メータが優れているかは不明である．そこで今後の課題とし
て，他の条件や制御問題においてもハイパーパラメータの調
査が必要であると考えられる．
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