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本研究では，一起点多終点ネットワークにおける経路選択 DUE配分の効率的解法を開発した．具体的には，
まず待ち行列に point queueを仮定した上で，DUE配分を線形相補性問題として定式化した．そしてこの問題と
等価な最適化問題に対し，大規模問題に適用可能な効率的アルゴリズムを提案した．数値実験を通して提案解
法は，既存研究における数値計算例を大幅に上回る規模の巨大ネットワークに対しても，素朴な解法の 100倍
から 1000倍程度以上の計算効率を誇り，かつきわめて高精度な均衡解が計算できることが示された．

Key Words: dynamic user equilibrium, route choice, linear complementarity problem, Frank-Wolfe algorithm

1. はじめに

(1) 背景
交通ネットワーク上で達成される交通状態を表現す

る枠組みとして交通量配分の理論がある．交通量配分
とは，ネットワークの形状と静的な交通需要を与件とし
て，何らかの配分原則に基づいて実現する交通状態を
出力する数理モデルである．特に配分原則として利用
者個人の費用最小化原則を採用した利用者均衡（User
Equilibrium, UE）配分は，各利用者が独立に最適な行
動をとった結果実現するベンチマーク状態として重要
である．実際，我が国における現行の交通施策の多く
は UE配分の結果をその根拠としている．
一方，このように静的な交通状態を扱う UE配分に

は，動的な渋滞の発生・延伸・解消過程を表現すること
ができず，時間の進行を考慮する必要のある交通施策を
評価できないという欠点がある．この欠点を克服する数
理モデルが動的利用者均衡（Dynamic User Equilibrium,
DUE）配分である．DUE配分では，時々刻々変化する
交通需要を与件として，UE配分と同じく各利用者の費
用最小化行動の結果生じる動的な交通状態を出力する．
そのためDUE配分は，特に時間軸上でのピーク需要を
適切に捌くための交通施策（e.g.,動的混雑料金制度,動
的信号制御）を設計・評価する理論基盤としてきわめ
て重要である．

以上の重要性にもかかわらず，DUE配分は交通施策

の根拠として広く活用されるに至っていない．その理
由は，一般の場合に対して汎用的に適用できるDUE配
分アルゴリズムが存在しないことである．このような
アルゴリズムの性能として，(i)現実的な状況設定の (ii)
大規模ネットワークにおいて (iii)正確なDUE配分の解
を計算できること，が要求される．より具体的には，(i)
にはmulti-commodity（多起点多終点ネットワーク）の
場合に適用可能なことや待ち行列モデルが現実的であ
ること, (ii)には，所要時間やメモリ消費量の観点から
計算が効率的であること，(iii)にはアルゴリズムが収束
的であることなどの要素がそれぞれ含まれる．
以上三点の要求のうち，既存の研究は主に (i) を優

先して満足するように志向されてきた．ここで，(i)の
multi-commodity問題への適用を図る過程においては，
その部分問題である single-commodity（一起点一終点・
一起点多終点ネットワーク）の場合において正確に均
衡解が求められることが必要不可欠である．しかしな
がら，これまで single-commodityのみを対象とした場
合に限っても汎用的なアルゴリズムの提案はきわめて
限定的である．にもかかわらず，近年の研究ではさら
に待ち行列モデルを physical queueとするなど，増して
複雑な状況設定が志向される傾向にある．結果として
既存のアルゴリズムは要件 (ii), (iii)を満足しないこと
に加え，（multi-commodityを想定した問題の定式化はな
されているものの）single-commodityの場合においても
均衡解を正確に求められないものが多い1),2),3)（既存研
究の問題点に関して詳細は 1. (3)にて述べる）．
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(2) 目的
本研究では，大規模な一起点多終点ネットワークに

おける経路選択 DUE配分を解く，効率性・正確性とも
に優れるアルゴリズムを開発する．すなわち本研究で
は，先に提示した三要件のうち (ii), (iii)を優先して満
足させる．
目的の達成のため，本研究ではDUE配分を混合線形

相補性問題として，リンク・ノード変数を用いて（経路
変数を用いることなく）定式化する．これにより，経
路変数を用いる場合に比べて変数の次元を大幅に削減
でき，大規模ネットワークへの適用が可能となる．さ
らに，これと等価な二次計画問題を構築し，最適化ア
ルゴリズムを適用する．このことにより，計算した均
衡解の正確性は数理計画の理論に基づいて保証される．
最適化アルゴリズムには Frank-Wolfe法ベースの解法を
採用することで，実質的に線形計画問題を繰り返し解
くことに落とし込むことができる．線形計画問題の効
率的解法は多数存在することから，提案手法では大規
模問題に対しても効率的な求解が可能となる．

(3) 既存研究と本研究の貢献
利用者の選択行動に着目すると，DUE配分は二種類

に分類できる．一つは利用者が経路の選択のみを行い，
自身の旅行費用を最小化する“経路選択 DUE配分”，
もう一つは利用者が経路選択に加え出発時刻も選択す
る“経路・出発時刻同時選択DUE配分”（以降，同時選
択 DUE配分）である．両者について，一般ネットワー
クに対するDUE配分アルゴリズムがこれまでに数多く
提案されている．
経路選択 DUE 配分については Akamatsu4), Lo and

Szeto5), Ban et al.1), Long et al.6), Gentile2) などの既存研
究がある注1)．しかしながらいずれの研究にも，先に提
示した三要件の観点から問題がある．まず 1. (1)にも
述べた複雑なモデルの拡張を志向した結果，既存研究
の多くはヒューリスティックな不動点アルゴリズムを構
築するにとどまる．この種の解法は多大な反復計算を
要することに加え，均衡解への理論的な収束保証もな
されていない．実際，近年の研究成果である Gentile2)

では，不動点アルゴリズムの一モジュールである，交
通流を暫定的に配分する計算（dynamic network loading
と呼ばれる）を効率化する手法を提案している．しかし
不動点アルゴリズム自体の収束は依然保証されず，実
際に提示されている計算結果からも正確な解を算出し
ているとは言えない．さらに，一部の研究5),6)では経路
変数を陽に用いて問題を定式化しているため，経路数
次元の変数を同時に扱う必要がある．このことにより，
ネットワーク規模に対して変数の次元が指数関数的に
増加し，大規模なネットワークへの適用には堪えない．

同時選択 DUE配分についての既存研究（e.g., Friesz
and Mookherjee3), Long et al.7), Han et al.8),長江ら9)）に
も概ね同様の指摘が可能である．ほとんどの研究は経
路変数を陽に用いるヒューリスティックな不動点アル
ゴリズムである3),7),8)．以上に加えて，既存の解法の多
く3),8),9)は問題を“経路選択”と“出発時刻選択”との
それぞれに分解することなく，複雑な条件群を全て満
たすような解を一挙に求める手法がとられている．こ
のことも，効率性・正確性の両観点から問題があろう．
本研究には，以上に提示した既存研究の問題点を踏
まえ，次の三つの貢献がある：

• 本来であればmulti-commodityのDUE配分アルゴ
リズムの必須モジュールである一起点多終点ネッ
トワークにおけるDUE配分に対して，きわめて正
確な均衡解が計算できること．

• 既存研究では適用例のない大規模なネットワーク
においても正確に，効率的に均衡解が計算できる
こと．

• 同時選択DUE配分の効率的解法構築の基礎となる
部分問題としての活用可能性を提供すること．

本研究は，ここまでに論じた既存研究の問題点を体系
的に解決するための最も基本的な取り組みとして位置
づけることができる．

(4) 本稿の構成
本稿の構成を次に示す．まず 2.で本研究のモデルの
枠組みを述べる．次に 3.で，DUE配分を混合線形相補
性問題として定式化する．4.では定式化した問題を解
くアルゴリズムを提示する．続いて 5., 6.で，数値実験
の結果を通して，既存解法と比較した提案手法の効率
性や正確性を示す．最後に 7.で本稿のまとめを述べる．

2. モデル
(1) ネットワーク
本研究で対象とするネットワークは，唯一の起点ノー
ドと複数の通過・終点ノード，およびそれらを結ぶ有向リ
ンクからなる一起点多終点ネットワークとする．ネット
ワークに含まれるノードの集合をN，リンクの集合をL
とそれぞれ定義し，それぞれの要素は 𝑘 ∈ N , (𝑖, 𝑗) ∈ L
と表す．集合N ,Lの要素数は 𝑁, 𝐿とする．N の要素
のうち，唯一の起点ノードを特に 𝑜 と表す．またノー
ド 𝑘 ∈ N について，全ての流入リンクの上流側ノード
集合を I𝑘，全ての流出リンクの下流側ノード集合を O𝑘
とそれぞれ表す．
ネットワーク上の全てのリンクにはボトルネックが一
つずつ存在し，それ以外の区間は全て自由走行区間で
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ある．リンク (𝑖, 𝑗) の自由走行時間は 𝑐𝑖 𝑗 ，ボトルネッ
クの容量は 𝜇𝑖 𝑗 とする．ボトルネックには，容量以上
の交通量が流入しようとするとき待ち行列が発生する．
待ち行列は point queueモデルで表現し，各リンクでは
first in first out（FIFO）が成立する．

(2) 利用者
配分対象時間はS ≡ [0, 𝑆]とする．ネットワーク上を

旅行する利用者は時刻 𝑠 ∈ S に，起点ノードから各自
の終点ノード 𝑘 へ向け交通流率 𝑞𝑘 (𝑠) で出発する．本
研究では，ネットワーク上で実現する交通状態を，起
点出発時刻別に定義された変数を用いて表す（このよ
うな定式化は Lagrange座標系アプローチ4),9),10) と呼ば
れる）．具体的には，起点を時刻 𝑠に出発した利用者が
リンク (𝑖, 𝑗)にて被る待ち行列遅れ時間 𝑤𝑖 𝑗 (𝑠)，同利用
者についてのリンク (𝑖, 𝑗)への流入交通流率 𝑦𝑖 𝑗 (𝑠)，同
利用者が経験する起点からノード 𝑘 への最短旅行時間
𝜋𝑘 (𝑠)，という三種類の変数を用いる．
時刻 𝑠に起点を出発した利用者がリンク (𝑖, 𝑗)を通過
する際に経験する旅行時間 𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) は，同リンクの自由
走行時間 𝑐𝑖 𝑗 と待ち行列遅れ時間との和で次のように表
される：

𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) ≡ 𝑐𝑖 𝑗 + 𝑤𝑖 𝑗 (𝑠) ∀(𝑖, 𝑗) ∈ L. (1)

また時刻 𝑠に起点を出発した利用者の，ノード 𝑘 への
最早到着時刻 𝜏𝑘 (𝑠) を次式で定義する：

𝜏𝑘 (𝑠) ≡ 𝜋𝑘 (𝑠) + 𝑠 ∀𝑘 ∈ N . (2)

3. 定式化

(1) 均衡条件
DUE状態とは，各起点出発時刻ごとに，どの利用者

も自分一人が経路を変更しても，自身の旅行費用をそ
れ以上改善できない状態である．ここで自身の旅行費
用とは，利用者が起点から自身の終点まで旅行する際
に通過する全てのリンクの，自由走行時間と待ち行列
遅れ時間との総和である．この状態において，各変数
は次に示す四種類の均衡条件を満足する．
a) 待ち行列進展条件
待ち行列進展条件は，リンク旅行時間のダイナミク

スを規定する条件である．待ち行列の変化によるリン
ク旅行時間 𝑐𝑖 𝑗 (𝑠)の変化率は次式により表現できる11)：

d𝑐𝑖 𝑗 (𝑠)
d𝑠

=


𝑦𝑖 𝑗 (𝑠)
𝜇𝑖 𝑗

− d𝜏𝑖 (𝑠)
d𝑠

if 𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) > 𝑐𝑖 𝑗

max
[
𝑦𝑖 𝑗 (𝑠)
𝜇𝑖 𝑗

− d𝜏𝑖 (𝑠)
d𝑠

, 0
]

if 𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) = 𝑐𝑖 𝑗

∀(𝑖, 𝑗) ∈ L,∀𝑠 ∈ S. (3)

ここで式 (1)，(2)と，d𝑐𝑖 𝑗 (𝑠)
d𝑠 =

d𝑤𝑖 𝑗 (𝑠)
d𝑠 を考慮すると，式

(3)は次の相補性条件に帰着する：
𝑤𝑖 𝑗 (𝑠) ·

{d𝑤𝑖 𝑗 (𝑠)
d𝑠

−
𝑦𝑖 𝑗 (𝑠)
𝜇𝑖 𝑗

+
(
d𝜋𝑖 (𝑠)

d𝑠
+ 1

)}
= 0

d𝑤𝑖 𝑗 (𝑠)
d𝑠

−
𝑦𝑖 𝑗 (𝑠)
𝜇𝑖 𝑗

+
(
d𝜋𝑖 (𝑠)

d𝑠
+ 1

)
≥ 0, 𝑤𝑖 𝑗 (𝑠) ≥ 0

∀(𝑖, 𝑗) ∈ L,∀𝑠 ∈ S. (4)

b) 最短経路選択条件
最短経路選択条件は，利用者の行動モデルを記述する
条件である．DUE配分では，利用者は常に旅行時間に関
して最適行動をとる．すなわちDUE状態では，その時々
における最短経路上にある（𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) − 𝜋 𝑗 (𝑠) + 𝜋𝑖 (𝑠) = 0）
リンクにのみ交通流が存在する（𝑦𝑖 𝑗 (𝑠) > 0）．このこ
とより次の相補性条件が成り立つ：{

𝑦𝑖 𝑗 (𝑠) · {𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) − 𝜋 𝑗 (𝑠) + 𝜋𝑖 (𝑠)} = 0

𝑐𝑖 𝑗 (𝑠) − 𝜋 𝑗 (𝑠) + 𝜋𝑖 (𝑠) ≥ 0, 𝑦𝑖 𝑗 (𝑠) ≥ 0

∀(𝑖, 𝑗) ∈ L,∀𝑠 ∈ S. (5)

c) フロー保存条件
フロー保存条件は，交通流の連続性を保証する条件
である．起点を除く全てのノードについて，次の等式
で表されるフロー保存条件が成り立つ：∑

𝑗∈𝑂𝑘

𝑦𝑘 𝑗 (𝑠) −
∑
𝑖∈𝐼𝑘

𝑦𝑖𝑘 (𝑠) + 𝑞𝑘 (𝑠) = 0

∀𝑘 ∈ N\𝑜,∀𝑠 ∈ S. (6)

同様の条件は相補性条件として次のように記述できる：
𝜋𝑘 (𝑠) ·

−
∑
𝑗∈𝑂𝑘

𝑦𝑘 𝑗 (𝑠) +
∑
𝑖∈𝐼𝑘

𝑦𝑖𝑘 (𝑠) − 𝑞𝑘 (𝑠)
 = 0

−
∑
𝑗∈𝑂𝑘

𝑦𝑘 𝑗 (𝑠) +
∑
𝑖∈𝐼𝑘

𝑦𝑖𝑘 (𝑠) − 𝑞𝑘 (𝑠) ≥ 0, 𝜋𝑘 (𝑠) ≥ 0

∀𝑘 ∈ N\𝑜,∀𝑠 ∈ S. (7)

d) ノード境界条件
ノード境界条件は，FIFOを含む交通流の物理的制約
を表す条件である．

DUE状態では全利用者は各自の最短経路を選択して
いる．このことから，ある時刻 𝑠に出発した利用者は，
任意のノードへの到着時点において，それ以前の時刻
に出発したどの利用者も追い越してはならない．この
制約は次の不等式で表される：

d𝜋𝑘 (𝑠)
d𝑠

≥ −1 ∀𝑘 ∈ N\𝑜,∀𝑠 ∈ S. (8)

また最短旅行時間 𝜋𝑘 (𝑠) はその定義から，自由走行
時間 𝑐𝑖 𝑗 から計算される最短旅行時間 𝜋̂𝑘 が最小値とな
る．すなわち次の不等式が常に成り立つ：

𝜋𝑘 (𝑠) ≥ 𝜋̂𝑘 ∀𝑘 ∈ N\𝑜,∀𝑠 ∈ S. (9)
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(2) 出発時刻の離散化
ここからは，数値計算を行う準備として配分対象時

間 S ≡ [0, 𝑆] を一定の微小時間幅 𝑑𝑠で離散化する．こ
れに伴い本節では，ここまでに提示した各均衡条件を
離散時刻系にて再表記する．
離散時刻の総数は 𝐾 + 1個とし，全離散時刻の集合

をK ≡ {𝜅 | 0, 1, 2, . . . , 𝐾}と定義する．このようにする
と，𝜅 + 1個目の離散時刻 𝑠𝜅 は 𝜅 · 𝑑𝑠 と表せる．以降
では出発時刻 𝑠𝜅 に対応する変数を，𝑤𝑖 𝑗 (𝑠𝜅 ) ≡ 𝑤𝜅𝑖 𝑗 の
ように添え字 𝜅 で表す．ただし 𝜅 = 0は初期時刻とし，
𝑞0
𝑘 = 0, 𝑤0

𝑖 𝑗 = 𝑦
0
𝑖 𝑗 = 0と定める．このことより，𝑐0

𝑖 𝑗 = 𝑐𝑖 𝑗 ,
𝜋0
𝑘 = 𝜋̂𝑘 である．連続変数の時間微分については全て，
次のように近似する：

d𝑤𝑖 𝑗 (𝑠)
d𝑠

≃
𝑤𝜅𝑖 𝑗 − 𝑤𝜅−1

𝑖 𝑗

𝑑𝑠
. (10)

なお，以降の再表記は全てベクトル・行列形式とす
る 注2)．その際に用いる，𝒘𝜅 , 𝒚𝜅 , 𝒄𝜅 , 𝝁 は 𝐿 次元の，
𝝅𝜅 , 𝒒𝜅 は 𝑁 −1次元の，対応する要素を全て並べたベク
トルを指す．また 𝑨はノード・リンク接続行列を，𝑨+

は 𝑨の負要素を全て 0に置換した行列を表す．
a) 待ち行列進展条件（離散）

0 ≤ 𝒘𝜅 ⊥
{
𝜶(𝒘𝜅 − 𝒘𝜅−1) − 𝒚𝜅

+ 𝜶𝑨T
+ (𝝅𝜅 − 𝝅𝜅−1) + 𝝁

}
≥ 0. (11)

b) 最短経路選択条件（離散）

0 ≤ 𝒚𝜅 ⊥ {𝒄0 + 𝒘𝜅 + 𝑨T𝝅𝜅 } ≥ 0. (12)

c) フロー保存条件（離散）

0 ≤ 𝝅𝜅 ⊥ {−𝑨𝒚𝜅 − 𝒒𝜅 } ≥ 0. (13)

d) ノード境界条件（離散）

𝝅𝜅 ≥ 𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, (14)

𝝅𝜅 ≥ 𝝅0. (15)

ただし 𝜶 ≡ diag [𝜇𝑖 𝑗/𝑑𝑠], ∀𝜅 ∈ K\0である．
ここで各時刻の変数・定数を縦に並べた，次に示す

ベクトルを定義する：

𝒘 ≡


𝒘1

...

𝒘𝐾

 , 𝒚 ≡


𝒚1

...

𝒚𝐾

 , 𝝅 ≡


𝝅1

...

𝝅𝐾

 , 𝒒 ≡


𝒒1

...

𝒒𝐾

 .
さらに，このうち 𝒘, 𝒚, 𝝅を縦に並べた未知変数ベクト
ル 𝒙 ≡ {𝒘, 𝒚, 𝝅}T を定義する．
以上をまとめると次に示す命題が得られる．

命題 1 DUE配分の解は，次に示す混合線形相補性問題
[DUE-LCP]を解くことにより得られる：

[DUE-LCP]

Find 𝒙∗ ∈ R(2𝐿+𝑁−1)𝐾
+ ,

such that 0 ≤ 𝒙∗ ⊥ (𝑴̄𝒙∗ + 𝒃) ≥ 0,

and 𝝅𝜅∗ ≥ max [𝝅𝜅−1∗ − 1𝑑𝑠, 𝝅0]
∀𝜅 ∈ K\0.

ここで，係数行列 𝑴̄ は次のような，歪対称に近く，
また疎な構造を持つ（⊗は Kronecker積を表す）：

𝑴̄ ≡

𝚫𝐾 ⊗ 𝜶 −𝑰 𝚫𝐾 ⊗ 𝜶𝑨T

+
𝑰 0 𝑰𝐾 ⊗ 𝑨T

0 −𝑰𝐾 ⊗ 𝑨 0

 .
他の定数ベクトル・行列は次のように定義される：

𝒃 ≡


1𝐾 ⊗ 𝝁 − 𝒆𝐾 ⊗ 𝜶(𝒘0 + 𝑨T
+𝝅

0)
1𝐾 ⊗ 𝒄0

−𝒒

 ,

𝒆 ≡


1
0
...

0


,𝚫 ≡


1 0
−1 1

. . .
. . .

0 −1 1


.

(3) 起点出発時刻別の時間分解
[DUE-LCP]の未知数の個数は (2𝐿 +𝑁 − 1)𝐾である．
そのため，特にネットワークの規模が大きく，かつ時
刻の離散幅が細かい場合，未知数の個数は膨大となり，
[DUE-LCP]を直接解くことは困難である．このことを
踏まえて，本研究では時刻別分解手法4),10)を採用する．
具体的には [DUE-LCP]を起点出発時刻 𝜅 について分
解し，時間の進行方向に向かって逐次的に解いてゆく．
ここでは，離散化した問題 [DUE-LCP]を起点出発時刻
別に分解する．
起点出発時刻 𝜅 についての均衡条件 (11) - (15)はい
ずれも，時刻 𝜅, 𝜅 − 1についての変数のみから構成され
ている．ゆえに [DUE-LCP]は，「時刻 𝜅 − 1における均
衡解を与件とした時刻 𝜅 のみの問題」の繰り返しとし
て，前の時刻から分解して解くことができる．これに
伴い，新たな定数 𝜷𝜅 ≡ 𝒘𝜅−1 + 𝑨T

+𝝅
𝜅−1 − 1𝑑𝑠を導入す

ることで，式 (11)は次のように書き換わる：
0 ≤ 𝒘𝜅 ⊥

{
𝜶𝒘𝜅 − 𝒚𝜅 + 𝜶𝑨T

+𝝅
𝜅 − 𝜶𝜷𝜅

}
≥ 0. (16)

ここでさらに変数 𝒙𝜅 ≡ {𝒘𝜅 , 𝒚𝜅 , 𝝅𝜅 }T を定義すると，
式 (12) - (15), (16)より次の命題が得られる．

命題 2 ある一つの離散時刻 𝜅 ∈ K\0における DUE配
分の解は，混合線形相補性問題 [DUE-LCP-sub(𝜅)] を
解くことにより得られる：
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[DUE-LCP-sub(𝜅)]

Find 𝒙𝜅∗ ∈ R2𝐿+𝑁−1
+ ,

such that 0 ≤ 𝒙𝜅∗ ⊥ (𝑴𝒙𝜅∗ + 𝒃𝜅 ) ≥ 0,

and 𝝅𝜅∗ ≥ max [𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, 𝝅0] .

係数行列およびベクトルは次に示す構造を持つ：

𝑴 ≡

𝜶 −𝑰 𝜶𝑨T

+
𝑰 0 𝑨T

0 −𝑨 0

 , 𝒃
𝜅 ≡


−𝜶𝜷𝜅

𝒄0

−𝒒𝜅

 .
𝑴 は 𝑴̄ 同様に，歪対称に近く，また疎である．

(4) サブ問題の等価変換
線形相補性問題の一般的な性質から，次に示す命題

が得られる．

命題 3 [DUE-LCP-sub(𝜅)] の均衡解は，次に示す二次
計画問題 [DUE-QP(𝜅)]の最適解として得られる：

[DUE-QP(𝜅)]

min.
𝒙𝜅

𝑧(𝒙𝜅 ) ≡ 𝒙𝜅T (𝑴𝒙𝜅 + 𝒃𝜅 ),

s.t. 𝑴𝒙𝜅 + 𝒃𝜅 ≥ 0,

𝒘𝜅 ≥ 0, 𝒚𝜅 ≥ 0,

𝝅𝜅 ≥ max [𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, 𝝅0] .

なお [DUE-QP(𝜅)]の目的関数は，𝑴の歪対称性から
𝑧(𝒙𝜅 ) = 𝒘𝜅T𝜶(𝒘𝜅 + 𝑨T

+𝝅
𝜅 ) + 𝒙𝜅T𝒃𝜅 (17)

と簡略化できる．
二次計画問題は一般に相補性問題よりも数値計算上

解きやすく，そのためのアルゴリズムも豊富に存在す
る．また，[DUE-QP(𝜅)]は最適解において目的関数値
が 0となる．このことを用いると，収束計算において
目的関数値に基づく正確な収束判定が可能である．

4. アルゴリズム
本研究で提案するアルゴリズムは 3. (3)で述べた時

刻別分解を活用したものである．すなわちその大枠は，
直前時刻における DUE 配分解を与件として，均衡条
件を時刻の進行方向に向かって順に解いてゆく流れで
ある．
提案アルゴリズムは，次に示す二つのモジュールか

ら構成される：

• [DUE-QP(𝜅)] を解く，Frank-Wolfe 法12) ベースの
“渋滞進展アルゴリズム”

• 均衡条件を直接解く，ダイクストラ法13)ベースの
“渋滞解消アルゴリズム”

渋滞進展アルゴリズムは，起点からどこか任意の終点
ノードへ向けた交通需要が存在する（i.e., 𝒒𝜅 ≠ 0）時刻
𝜅についての DUE配分へ適用する．渋滞解消アルゴリ
ズムは，起点からどこの終点ノードへも交通需要が存
在せず（i.e., 𝒒𝜅 = 0），発生している渋滞が単に解消す
るのみの時刻 𝜅についての DUE配分へ適用する．
交通需要が存在しない時刻での DUE配分に対して，
渋滞進展アルゴリズムを適用することも可能である．し
かし，渋滞解消アルゴリズムは収束計算を含まないこ
とから，渋滞進展アルゴリズムよりも高速に，正確な
解が計算できる．そのため，本研究では需要の有無に
より上記二種類のアルゴリズムを使い分ける．

(1) 渋滞進展アルゴリズム
発生需要が存在する時刻，すなわち 𝒒𝜅 ≠ 0である時
刻 𝜅でのDUE配分解を得るためには，[DUE-QP(𝜅)]を
Frank-Wolfe法ベースの方法（渋滞進展アルゴリズム）
により解く．

Frank-Wolfe法は，目的関数の線形近似をもとに次点
解を逐次探索するアルゴリズムである．すなわち非線
形の二次計画問題を，線形計画問題の繰り返しとして
解けることが，本アルゴリズムの強みである．線形計
画問題の効率的解法は数理計画の分野で広く研究され
ており，これを用いることで大規模なDUE配分問題も
高速に解くことができる．
渋滞進展アルゴリズムの計算手順は次に従う：

Step 0: 実行可能な初期解 𝒙𝜅(1) を定め，𝑛 := 1．

Step 1: [DUE-QP(𝜅)]の線形近似問題 [DUE-FW-LP]の
解 𝒙̂𝜅(𝑛) を計算．

Step 2: 𝛼𝑛 := argmin.𝛼 𝑧((1 − 𝛼)𝒙𝜅(𝑛) + 𝛼𝒙̂
𝜅
(𝑛) ), s.t. 0 ≤

𝛼 ≤ 1．

Step 3: 𝒙𝜅(𝑛+1) := (1 − 𝛼𝑛)𝒙𝜅(𝑛) + 𝛼𝑛 𝒙̂
𝜅
(𝑛)．

Step 4: 収束基準を満たすなら 𝒙𝜅′ := 𝒙𝜅(𝑛+1) として Step
5へ．そうでなければ 𝑛 := 𝑛 + 1として Step 1へ．

Step 5: 𝒙𝜅′ に整合化操作を加え，解 𝒙𝜅 を確定．

Step 0からStep 4の操作がFrank-Wolfe法に対応する．
Step 4における Frank-Wolfe法の収束は，[DUE-QP(𝜅)]
の最適目的関数値が 0と与件であることより，

𝑧(𝒙𝜅(𝑛+1) ) < 𝜀 (18)

で判定する．ここで 𝜀は十分に小さい正の数である．
以降では各ステップでの操作の詳細を順に説明する．
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a) Step 0: 初期実行可能解の計算
Frank-Wolfe法において，初期解 𝒙𝜅(1) は制約条件を満

たしている必要がある．この実行可能な初期解のうち
一つは，次の線形計画問題 [DUE-FW-init]の解 𝒙̄∗とし
て得られる：

[DUE-FW-init]

min.
𝒙̄,𝒕𝑤 ,𝒕𝜋

1T 𝒕𝑤 + 1T 𝒕𝜋 ,

s.t. 𝑴𝒙̄ + 𝒃𝜅 ≥ 0,

− 𝒕𝑤 ≤ 𝒘̄ − 𝒘𝜅−1 ≤ 𝒕𝑤 ,

− 𝒕𝜋 ≤ 𝝅̄ − 𝝅𝜅−1 ≤ 𝒕𝜋 ,

𝒘̄ ≥ 0, 𝒚̄ ≥ 0, 𝒕𝑤 ≥ 0, 𝒕𝜋 ≥ 0,

𝝅̄ ≥ max [𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, 𝝅0] .

ここで 𝒙̄は 𝒙𝜅 と同次元のベクトルであり，その要素
には 𝒘𝜅 , 𝒚𝜅 , 𝝅𝜅 と同次元の 𝒘̄, 𝒚̄, 𝝅̄を持つ．
この問題は，[DUE-QP(𝜅)] の初期解について，

𝒘𝜅(1) , 𝝅
𝜅
(1) に関しては直前の時刻 𝜅 − 1での均衡解と可

能な限り近い値になるように，また 𝒚𝜅(1) に関しては最
短経路選択条件を満たすように，それぞれ決定する意
味を持つ．
b) Step 1: 線形近似問題

Step 1では下記の線形計画問題 [DUE-FW-LP]を解
く．ここで 𝒙̂は 𝒙𝜅 と同次元のベクトルであり，その要
素には 𝒘𝜅 , 𝒚𝜅 , 𝝅𝜅 と同次元の 𝒘̂, 𝒚̂, 𝝅̂を持つ．

[DUE-FW-LP]

min.
𝒙̂

∇𝑧(𝒙𝜅(𝑛) )
T 𝒙̂,

s.t. 𝑴𝒙̂ + 𝒃𝜅 ≥ 0, (19)

− 𝒘̂ + 𝜶−1 𝒚̂ + 𝒘𝜅−1 ≥ 0, (20)

𝒘̂ ≥ 0, 𝒚̂ ≥ 0, 𝝅̂ ≥ 𝝅0.

[DUE-FW-LP]では [DUE-QP(𝜅)]から，新たな制約
条件 (20)が追加されたことに注意されたい．式 (20)は
この問題の制約条件 (19)を満たす範囲において次式：

𝝅̂ ≥ 𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠 (21)

の十分条件であり，この問題の変数 𝒘̂, 𝝅̂の上限値を規
定するために，式 (21)に代わって必要な制約条件であ
る．両式の関係性についての証明は付録 Iに記す．

[DUE-FW-LP] の目的関数に含まれる係数ベクトル
∇𝑧(𝒙𝜅(𝑛) ) は次のように書き下せる：

∇𝑧(𝒙𝜅(𝑛) ) = (𝑴 + 𝑴T)𝒙𝜅(𝑛) + 𝒃𝜅 . (22)

[DUE-FW-LP]から得られた 𝒙̂𝜅(𝑛) を用いて，ベクトル
𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) が，𝑛回目の繰り返し計算における解の降下
方向となる．

c) Step 2: 一次元探索
Step 2において解く一次元探索問題の目的関数は，𝛼
についての二次関数である．ここで，目的関数が 𝛼に
ついての凹関数であるか凸関数であるかの情報を用い
ることで，この問題は解析的に解くことができる9)．
具体的には以下に示す手順で求めることができる．目
的関数：

𝑧((1 − 𝛼)𝒙𝜅(𝑛) + 𝛼𝒙̂
𝜅
(𝑛) ) (23)

の，𝛼に関する一階・二階導関数は次式である（以下，
𝒙(𝛼) ≡ (1 − 𝛼)𝒙𝜅(𝑛) + 𝛼𝒙̂

𝜅
(𝑛)）：

d𝑧(𝒙(𝛼))
d𝛼

=
{
(𝑴 + 𝑴T)𝒙(𝛼) + 𝒃𝜅

}T (𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) ),

d2𝑧(𝒙(𝛼))
d𝛼2 = (𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )

T (𝑴 + 𝑴T)(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) ).

ここで d2𝑧 (𝒙(𝛼) )
d𝛼2 は 𝛼の値に依存しない定数なので，目

的関数の凹凸は二階導関数から一意に特定できる．以
降では凹関数の場合と凸関数の場合を分けて議論する．
目的関数が凹関数であるのは， d2𝑧 (𝒙(𝛼) )

d𝛼2 ≤ 0の場合
である．このとき，実行可能領域 0 ≤ 𝛼 ≤ 1において，
目的関数を最小にし得るのは 𝛼 = 0，もしくは 𝛼 = 1の
どちらかのみである．ゆえにこの一次元探索問題の解
は次のように求まる：

𝛼𝑛 =

{
0 if 𝑧(𝒙(𝛼 = 0)) < 𝑧(𝒙(𝛼 = 1))
1 if 𝑧(𝒙(𝛼 = 0)) ≥ 𝑧(𝒙(𝛼 = 1))

. (24)

目的関数が凸関数であるのは， d2𝑧 (𝒙(𝛼) )
d𝛼2 > 0の場合

である．このような状況は，実行可能領域内で目的関
数が，1. 単調増加，2. 単調減少，3. 極値を持つ，とい
う三つの場合が考えられる．これらを順に議論する．

1. 単調増加

𝛼 = 0における微係数 d𝑧 (𝒙(𝛼=0) )
d𝛼 が正の値という点

でその他と区別できる．このとき関数を最小にす
る 𝛼𝑛 は 0である．

2. 単調減少

𝛼 = 1における微係数 d𝑧 (𝒙(𝛼=1) )
d𝛼 が負の値という点

でその他と区別できる．このとき関数を最小にす
る 𝛼𝑛 は 1である．

3. 極値を持つ

上記二つ以外の場合は全てこの場合である．この
とき関数を最小にする 𝛼は，d𝑧 (𝒙(𝛼) )

d𝛼 = 0を満たす
𝛼 である．ゆえにこの方程式を以下のように解け
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ば，𝛼𝑛 は解析的に定まる：
d𝑧(𝒙(𝛼𝑛))

d𝛼
= 0

⇔
{
(𝑴 + 𝑴T)𝒙(𝛼𝑛) + 𝒃𝜅

}T (𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) ) = 0

⇔
{
(𝑴 + 𝑴T)

(
(1 − 𝛼𝑛)𝒙𝜅(𝑛) + 𝛼𝑛 𝒙̂

𝜅
(𝑛)

)
+ 𝒃𝜅

}T
(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) ) = 0

⇔𝛼𝑛 (𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )
T (𝑴 + 𝑴T)(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )

= −
{
(𝑴 + 𝑴T)𝒙𝜅(𝑛) + 𝒃𝜅

}T
(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )

⇔𝛼𝑛 = −

{
(𝑴 + 𝑴T)𝒙𝜅(𝑛) + 𝒃𝜅

}T
(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )

(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )T (𝑴 + 𝑴T)(𝒙̂𝜅(𝑛) − 𝒙𝜅(𝑛) )
.

(25)

d) Step 5: 整合化操作
渋滞進展アルゴリズムでは [DUE-QP(𝜅)]を解くこと

により時刻 𝜅 における均衡解を得る．しかし，このと
き単に Frank-Wolfe法により [DUE-QP(𝜅)]を解くのみ
では，均衡条件を全て満たしていながらネットワーク
上で物理的に不整合な解が得られる場合がある（不整
合の具体的な説明は付録 IIを参照されたい）．この問
題を解決する Step 5での整合化操作は，ダイクストラ
法を応用した以下に示すアルゴリズムに従う：

Step 5: 𝒙𝜅′ に整合化操作を加え，解 𝒙𝜅 を確定．

Step 5-0: 𝝅𝜅 := ∞, 𝜋𝑜 := 0．集合A に起点ノード
𝑜を追加．

Step 5-1: Aに含まれる“確定ノード”でないノー
ドのうち，暫定の 𝜋𝜅𝑣 が最小のもの 𝑣をAか
ら削除．𝑣 ≠ 𝑜なら 𝜋𝜅𝑣 をここで確定．

Step 5-2: 𝑑𝑣 := 𝜋𝜅𝑣 − 𝜋𝜅′𝑣 とし，ノード 𝑣 を“確定
ノード”とする．∀𝑘 ∈ O𝑣 について 𝑤𝜅′𝑣𝑘 :=
max[𝑤𝜅′𝑣𝑘 − 𝑑𝑣 , 0]．

Step 5-3: O𝑣の要素をもれなくAに追加．∀𝑘 ∈ O𝑣
について 𝜋𝜅𝑘 > 𝜋

𝜅
𝑣 + 𝑤𝜅′𝑣𝑘 + 𝑐

0
𝑣𝑘 であれば 𝜋𝜅𝑘 :=

𝜋𝜅𝑣 + 𝑤𝜅′𝑣𝑘 + 𝑐
0
𝑣𝑘．

Step 5-4: A = ∅なら 𝒘𝜅 , 𝒚𝜅 := 𝒘𝜅′, 𝒚𝜅′ とし終了．
そうでなければ Step 5-1へ．

(2) 渋滞解消アルゴリズム
交通需要が存在しない，すなわち 𝒒𝜅 = 0である時刻

𝜅において，均衡解 𝒙𝜅 は，ダイクストラ法を応用する
ことにより高速に計算できる．
交通需要が存在しない時刻 𝜅では 𝒚𝜅 = 0が成り立つ．

このことを用いると，残る均衡解 𝒘𝜅 , 𝝅𝜅 が満たすべき
条件は，3. (1)で示した均衡条件から次の二条件に帰着

　　

２

１

３

４

5

図–1: テストネットワーク

する：
0 ≤ 𝒘𝜅 ⊥

{
(𝒘𝜅 − 𝒘𝜅−1)

+ 𝑨T
+ (𝝅𝜅 − 𝝅𝜅−1) + 1𝑑𝑠

}
≥ 0, (26)

𝝅𝜅 ≥ max [𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, 𝝅0] . (27)

これらの条件は，時刻 𝜅 − 1と 𝜅の間で，ネットワーク
上の全てのリンク (𝑖, 𝑗)において 𝑤𝑖 𝑗 と 𝜋𝑖 の減少量の
合計が 𝑑𝑠であること（もしくは待ち行列が完全に解消
し 𝑤𝜅𝑖 𝑗 = 0 であること）と，全てのノード 𝑘 における
𝜋𝑘 の減少量が 𝑑𝑠以下であること（もしくは 𝜋𝜅𝑘 = 𝜋

0
𝑘 で

あること）のみを要求している．
これらの要求は，最短経路探索を行いながら，たど

り着いたリンクの待ち行列を物理的に可能な限り解消
していく，という操作で全て満足することができる．具
体的には次の渋滞解消アルゴリズムとして記述できる：

Step 0: 𝒘𝜅 := 0, 𝝅𝜅 := ∞, 𝜋𝑜 := 0．集合 A に起点ノー
ド 𝑜を追加．

Step 1: A に含まれる“確定ノード”でないノードの
うち，暫定の 𝜋𝜅𝑣 が最小のもの 𝑣 を A から削除．
𝑣 ≠ 𝑜なら 𝜋𝜅𝑣 をここで確定．

Step 2: 𝑑𝑣 := 𝜋𝜅−1
𝑣 − 𝜋𝜅𝑣 とし，ノード 𝑣 を“確定ノー

ド”とする．∀𝑘 ∈ O𝑣について 𝑤𝜅𝑣𝑘 := max [𝑤𝜅−1
𝑣𝑘 −

(𝑑𝑠 − 𝑑𝑣), 0]．

Step 3: O𝑣の要素をもれなくAに追加．∀𝑘 ∈ O𝑣につい
て 𝜋𝜅𝑘 > 𝜋

𝜅
𝑣 +𝑤𝜅𝑣𝑘+𝑐

0
𝑣𝑘であれば 𝜋𝜅𝑘 := 𝜋𝜅𝑣 +𝑤𝜅𝑣𝑘+𝑐

0
𝑣𝑘．

Step 4: A = ∅なら 𝒚𝜅 := 0として，𝒙𝜅 = {𝒘𝜅 , 𝒚𝜅 , 𝝅𝜅 }
と確定．そうでなければ Step 1へ．

5. 予備実験

本章および続く 6.では，DUE配分の数値実験を通し
て提案手法の計算効率性および正確性を評価する．ま
ず本章では，提案手法による数値計算が正しく行われ
ていることを，小規模ネットワークにおけるテスト計
算により確認する．続いて次章において，提案手法に
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図–2: テストネットワークの累積交通量グラフ

表–1: テストケースの
リンク定数

link f.f.t.t. capacity

(1, 2) 3.0 8.0
(1, 3) 15.0 12.0
(2, 3) 2.0 4.0
(2, 4) 5.0 6.0
(3, 4) 10.0 4.0
(3, 5) 1.0 6.0
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図–3: 1-4 ODペアでの経路選択均衡
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図–4: 1-5 ODペアでの経路選択均衡

よる数値計算が，ネットワーク規模やその他実験条件
を様々に変更させた場合にも頑健に実行できることを，
各種の数値実験により提示する．
はじめに，本研究の数値実験を通しての計算機環境

を示す：

• OS: windows 11

• CPU: AMD Ryzen 9 3960X 24-core 48-thread

• RAM: 128 GB

• Language: Pyhton 3.9

なお，アルゴリズム中での線形計画問題の求解は全て
Gurobi Optimizer14) を使用した．
テスト計算には図-1に示す 5 node 6 linkテストネット

ワークを用い，起点ノードを 1，終点ノードを 4, 5と設

定した．各リンクの自由走行時間（f.f.t.t.），容量は表-1
の通りである．配分対象時間は 60分間（S = [0, 60]），
微小時間幅 𝑑𝑠は 1分とし，このうち交通需要は前半の
30分間（𝑠 ∈ [0, 30]）に，各終点へそれぞれ計 320の
利用者を山なりに与えた．なお，収束判定式 (18)にお
いては 𝜀 = 10−6 とした．
本ケースにおいて，全時刻を通しての配分計算は約

0.4秒で終了した．得られた交通状態から，各リンクに
おけるボトルネックでの累積交通量グラフが図-2のよ
うに作成できた．これらのグラフから，配分計算により
得た交通量が各リンク間で整合していること（e.g., リ
ンク (2, 3)とリンク (2, 4)の交通量の合計はリンク (1,
2)の交通量に一致する）が確認できる．
また図-3, 4に，予備実験の結果から得られる，各出
発時刻に対応する経路旅行時間と，経路流入交通流の
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図–5: 単位ネットワーク（𝑚 = 1）

表–2: ネットワークデータ

𝑚 1 2 3 4

nodes 25 81 169 289
links 80 288 624 1088
zones 5 13 25 41

表–3: ネットワークデータ

𝑚 8 14 17 20 22 25

nodes 1089 3249 4761 6561 7921 10201
links 4224 12768 18768 25920 31328 40400
zones 145 421 613 841 1013 1301

有無とを図示する．図下部の帯は，着色されている時
間帯には対応する経路への流入交通流が存在すること
を表す．ここで経路番号について，経路 1：1→ 2→ 4，
経路 2：1→ 2→ 3→ 4，経路 3：1→ 3→ 4，経路 4：
1→ 2→ 3→ 5，経路 5：1→ 3→ 5，と定義した．両
図から，2つの起終点ペア（1→ 4, 1→ 5）のいずれも，
終点までの旅行時間が最小でない経路は選択されてい
ないことが読み取れる注3)．このことから，計算して得
られた解はDUEの定義を真に満たしていることが明ら
かになった．

6. 数値実験

本章では様々な実験ケースを対象とした数値実験に
より，提案手法の，ネットワーク規模の変化に対する
計算パフォーマンスの変化を確認する．
本章の構成は次に示す通りである．まず (1)にて，本

章での数値実験の概要と条件を示す．続く (2)以降の各
節では，数値実験の結果を通して提案手法の性能や特
徴を紹介する． (2)では，素朴な解法と比較して手案手
法が効率的であること， (3)では提案手法がこれまでに
適用例のない大規模ネットワークへも適用できること
を，それぞれ示す． (4)では微小時間幅 𝑑𝑠を変化させ
た場合の，提案手法の性質について確認する． (5)では
提案手法の計算収束過程の特徴について述べ，最後に
(6)にて提案手法により得た均衡解の正確性を示す．

(1) 実験準備
はじめに，本章で示す数値実験の条件や前提につい

て説明する．
本章で示す数値実験は格子ネットワークを用いて行っ

た．格子ネットワークは，図-5に示す単位ネットワー
クを縦横にそれぞれ 𝑚個並べて作成する．単位ネット
ワークにおいて，起終点ノードに対応する“ゾーン”を

ノード 1, 5, 13, 21, 25の位置に設定する（図中赤ノー
ド）．全ての格子ネットワークにおいて，起点ノードは
ネットワークの中心ゾーン（そのノード番号は 𝑚を用
いて 8𝑚2 +4𝑚 +1と表せる）とし，その他の全てのゾー
ンに対応するノードを終点ノードとした．以上のルー
ルに基づき，実験に使用したネットワークのノード数・
リンク数・ゾーン数を表-2, 3に示す．なお，格子ネット
ワーク中，全てのリンクの自由旅行時間は 2とし，そ
の容量は付録 IIIに示すルールを用いて適宜渋滞が発生
するよう調整した．

本章の数値実験では特に断らない限り，配分対象時
間 Sは 60分間，微小時間幅 𝑑𝑠は 1分とした．このう
ち交通需要は前半の 30 分間に，各終点へそれぞれ山
なりに与えた．交通需要の規模は，小（demand-S）・中
（demand-M）・大（demand-L）の 3段階用意した（需要
決定に際するルールの詳細は付録 IIIに記す）．これら
の需要規模はそれぞれ，ネットワーク中での渋滞が発
生するリンクの割合が，小需要では約 5%，中需要では
約 35%，大需要では 50%となるように設定されている．
なお渋滞リンクの割合が 50%であることは，本実験に
おけるネットワークが一起点多終点，かつ全てのリン
クがその逆向きのリンクとペアになっていることを踏
まえると，利用されうる全てのリンクが渋滞している
ことを意味する．また収束判定式 (18)の基準は前章同
様に 𝜀 = 10−6 とした．

本研究では 3.において，DUE配分を相補性問題とし
て定式化している．これに伴い本章では，提案手法と
効率性を比較する対象として，相補性問題からメリッ
ト関数を構築し素朴に解く手法を導入する．具体的に
は，[DUE-QP(𝜅)]を解く代わりに次に示す Fisher15) の
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図–6: 提案手法の効率性
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図–7: 大規模問題への適用結果
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図–9: 微小時間幅とリンク (13, 12) の累積交通量グラフ

メリット関数を最小化する問題：

min.
𝒙𝜅

2𝐿+𝑁−1∑
𝑙=1

𝜙(𝑥𝜅𝑙 , [𝑴𝒙𝜅 + 𝒃𝜅 ]𝑙)2,

s.t. 𝝅𝜅 ≥ max [𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, 𝝅0],

where 𝜙(𝑝, 𝑞) ≡
√
𝑝2 + 𝑞2 − (𝑝 + 𝑞).

を解く．なお，この問題の求解には，Python の科
学計算ライブラリ SciPy16) に実装されている Broy-
den–Fletcher–Goldfarb–Shanno（BFGS）法最適化パッ
ケージを用いた．BFGS法の収束判定については [DUE-
QP(𝜅)] の目的関数値で行い，その判定基準は Frank-
Wolfe法と同様の 𝑧(𝒙𝜅 ) < 10−6 とした．ただし十分な
繰り返し計算を経てこの判定基準が満たされない場合，
𝑧(𝒙𝜅 ) < 10−4を満たしていれば 𝒙𝜅 を解とみなし，計算
を次の時刻に進めることとする．

(2) 比較実験結果
本節では，6. (1)にて導入したメリット関数最適化問

題の手法と比べて，提案手法の求解が効率的であるこ
とを示す．表-2に示す小規模格子ネットワークについ
て，提案手法とメリット関数最適化問題の手法との比
較実験を行った．実験は用意した三種類の需要全てに
対して行った．

全ての配分対象時間を解き終えるのに要したCPU time
の結果を図-6に示す．グラフの横軸はネットワークの
リンク数，縦軸は要した CPU time（対数軸）である．
なお図中の“ FW”は提案手法を，“Merit”はメリット
関数手法をそれぞれ表す．
図-6 より，提案手法とメリット関数手法との間で，

CPU time に関しておよそ 100 倍から 1000 倍ほどの
差があり，かつその差はネットワークが大きくなるに
つれて開いていく傾向があることが読み取れる．この
ことから提案手法はメリット関数手法に比べて，計算
効率の観点から大幅に有利であることが示された．
両手法間では，リンク数が 1000程度のネットワーク
においても図-6に示した通りの卓越した計算効率の差
があることから，以降のさらに巨大なネットワークに
関する数値実験では提案手法のみをその対象とする．

(3) 大規模ネットワークにおける実験結果
本節では，問題規模が大きくなったとしても提案手
法での求解が効率的であることを示す．表-3に示す中・
大規模格子ネットワークでのDUE配分について，提案
手法を適用する実験を行った．実験は用意した三種類
の需要全てに対して行った．
全ての配分対象時間を解き終える計算に要した CPU
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timeをそれぞれ図-7に示す．グラフの横軸はネットワー
クのリンク数，縦軸は要したCPU time（線形軸）である．

DUE配分の解法に関する既存の研究で適用例のある
ネットワーク規模は，リンク数にして多くとも 10000弱
であった2)．一方で本研究の提案手法では，この適用限
界を大きく上回る，リンク数にして 40000の規模のネッ
トワークに対しても問題なく適用可能である．ネット
ワーク中での渋滞が多く発生するほど計算には時間を
要するものの，最大限に渋滞した状況下での巨大ネット
ワークに対しても要する CPU timeは 40分ほどである．

(4) 微小時間幅 𝑑𝑠を変更した実験結果
提案手法での計算においては，外生的なパラメータ

である微小時間幅 𝑑𝑠 を自由に変更することができる．
本節ではこのことを数値実験を通して紹介する．実験
は表-2, 3から抜粋したネットワークに関してそれぞれ
𝑑𝑠 = 0.1, 1, 10として行った．なお，配分対象時間はいず
れの場合も 60分間である．需要は大需要（demand-L）
のみを扱い実験した．
実験の結果を図-8に示す．グラフの軸についてはこ

れまで同様に，横軸はネットワークのリンク数，縦軸は
全ての配分対象時間を解き終えるのに要した CPU time
（対数軸）である．

S を 60分，𝑑𝑠を 0.1, 1, 10分としたとき，離散時刻
𝜅の個数（解くべき均衡問題の個数を意味する）はそれ
ぞれ 600, 60, 6個である．このことから，各場合の計算
に要する CPU timeはそれぞれ 10倍程度異なることが
理論的に予想され，実際に図-8に示す結果もこのこと
を示唆している．
微小時間幅 𝑑𝑠を変更すると，得られる解やそこから

導出される交通状態の“解像度”が変化する．図-9に
は，単位ネットワーク（𝑚 = 1）のリンク (13, 12)にお
ける累積交通量グラフを，𝑑𝑠 = 1, 5, 10としてそれぞれ
求めた結果を示す．図からも，𝑑𝑠が大きくなるほど交
通状態の解像度が下がり，累積曲線に角が残ることが
読み取れる．以上のことより，解の解像度と計算時間
との間にはトレードオフの関係がある．

(5) 収束効率
本節では提案手法による数値計算における，Frank-

Wolfe法の収束過程について確認する．ここで示す実験
の条件は，𝑚 = 25のネットワークを対象として，大需
要（demand-L）・𝑑𝑠 = 1とした．
図-10 に，ある離散時刻 𝜅 について，計算に要した

CPU timeと，その時点の反復での解における最短旅行
時間 𝝅𝜅 の平均相対誤差 𝐸𝑟𝑟 との関係を示す．図には，
𝑚 = 25ネットワークの計算で最も計算に時間を要した
離散時刻（𝜅 = 7）と，平均的な計算時間を要した離散

　　

0 20 40 60 80 100 120
CPU time [s]

10 9

10 8

10 7

10 6

10 5

10 4

10 3

Er
r

 = 7
 = 23

図–10: 提案手法の収束過程 (𝑚 = 25)

時刻（𝜅 = 23）の結果を示した．なお，図中プロット上
の点は各反復計算を表している．ここで反復計算 𝑛回
時点での平均相対誤差 𝐸𝑟𝑟 (𝑛) は次の式で計算した：

𝐸𝑟𝑟 (𝑛) ≡ 1
𝑁 − 1

∑
𝑘∈N\𝑜

|𝜋𝜅(𝑛)𝑘 − 𝜋
𝜅∗
𝑘 |

𝜋𝜅∗𝑘
. (28)

本来 𝜋𝜅∗𝑘 は厳密解を表すが，図-10では 𝜋𝜅∗𝑘 を，十分に
大きな反復計算回数（99回）を経た数値解 𝜋𝜅(99)𝑘 とし
ている（𝜋𝜅(99)𝑘 自体の正確性は次節で述べる）．
図-10 の結果から，𝜅 = 7 では 15 回ほどの計算で，

𝜅 = 23では 10回ほどの計算で，それぞれ 99回計算を
行った場合の解と全く同じものが得られていることが
わかる．加えて，提示したどちらの場合においても，最
終的な収束値に収束する直前までは緩やかな収束速度
であるものの，収束値に向かう最後の一回の繰り返し
計算で急激に収束値を得ている様子が確認できる．
このような収束挙動は，Frank-Wolfe法で解いている
問題の最適解が，問題の実行可能領域の端点に相当す
ることと関連している．実行可能領域の端点とは，問題
の制約条件のうちいくつかが等式で成立するような解
状態である．また Frannk-Wolfe法は，まず線形計画問
題を解くことにより実行可能領域の端点を見つけ出し，
続いて一次元探索により最適な次点解を求めるアルゴ
リズムであった．今回対象としている経路選択DUE配
分では，定式化した均衡条件が相補性問題であったこ
とを踏まえると，均衡状態が成り立つような状態（均衡
解）においては，[DUE-QP(𝜅)]の制約条件の約半分は
等式にて成立することが予想できる．すなわち，経路
選択DUE配分の均衡解は，[DUE-QP(𝜅)]の端点解であ
る．以上の観点から，経路選択DUE配分と Frank-Wolfe
法とは親和性がきわめて高いと結論付けられる．
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(6) 解の正確性
本章の最後に，提案手法により計算した数値解（収

束値）の正確性について示す．具体的には 𝒙𝜅(99) が，均
衡条件 (11)-(15)を精度よく満足することを示す．
精度評価には，以下に定義する 𝐸 𝜅𝑤 (𝑛), 𝐸 𝜅𝑦 (𝑛), 𝐸 𝜅𝜋 (𝑛)

を用いる：

𝐸 𝜅𝑤 (𝑛) ≡
���𝒘𝜅T

(𝑛)

{
𝜶(𝒘𝜅(𝑛) − 𝒘𝜅−1

(99) ) − 𝒚𝜅(𝑛)

+ 𝜶𝑨T
+

(
𝝅𝜅(𝑛) − 𝝅𝜅−1

(99)

)
+ 𝝁

}���,
𝐸 𝜅𝑦 (𝑛) ≡

���𝒚𝜅T
(𝑛) {𝒄

0 + 𝒘𝜅(𝑛) + 𝑨T𝝅𝜅(𝑛) }
��� ,

𝐸 𝜅𝜋 (𝑛) ≡
���𝝅𝜅T

(𝑛)

{
−𝑨𝒚𝜅(𝑛) − 𝒒𝜅

}��� .
まず次に示す二項目：(i)均衡条件 (11)-(13)について，
相補性条件を成す両要素の双方が非負であること，(ii)
均衡条件の不等式 (14), (15)が満たされていること，を
確認したうえで，𝐸 𝜅𝑤 (𝑛), 𝐸 𝜅𝑦 (𝑛), 𝐸 𝜅𝜋 (𝑛)の値がそれぞれ
0であれば，𝒙𝜅(𝑛) は均衡解である．
実際，𝑚 = 25のネットワークにおいて，𝑛 = 99とし

て以上を計算すると，𝐸 𝜅𝑤 (99), 𝐸 𝜅𝑦 (99), 𝐸 𝜅𝜋 (99) の値は
全ての 𝜅において全て 10−8未満となり，十分に精度の
良い解であることが確認できた．

7. おわりに

本研究では，一起点多終点ネットワークにおける経
路選択DUE配分の効率的な計算方法を提案した．具体
的には，DUE配分を混合線形相補性問題として定式化
した．そしてこの問題を起点出発時刻別に分解し，ま
た最適化問題に変換することで，DUE配分の均衡解を
求めるアルゴリズムを提案した．その結果，提案手法
では定式化した問題に対してきわめて精度の良い均衡
解を求めることができ，その効率性も，小規模な問題
の時点で，素朴なメリット関数手法の 100倍から 1000
倍以上であることが示された．さらに，提案手法はこ
れまでに例のない大規模問題に適用可能であることも
確認できた．
本研究の今後の発展性として，本研究の成果を用い

た経路・出発時刻同時選択 DUE配分の効率的解法の開
発がある．経路・出発時刻同時選択 DUE配分の解法に
関して，1. (3)にも述べたように既存の手法はいずれ
も，問題が経路選択DUE配分を包含していることを明
示的に用いてはいない．この点から，既存手法よりも
さらに効率的な解法を提示できる可能性は未だ残され
ている．同時選択 DUE配分に対し，経路選択 DUE配
分がその部分問題となるような分解を施すことができ
れば，本研究の成果を活用した新たな効率的解法の構
築が期待できる．

謝辞： 本研究は，日本学術振興会・科学研究費補助金
（JP20J21744, JP21H01448）の助成を受けた研究の一部
です．ここに記し，感謝を表します．

付録 I [DUE-FW-LP]の制約条件

本章では，[DUE-FW-LP]の制約条件に関する以下の
命題を証明する．

命題 4 [DUE-FW-LP]の変数 𝒙̂ = {𝒘̂, 𝒚̂, 𝝅̂}T が式 (19),
(20)を満たすならば，制約条件式 (21)は常に成立する．

証明．条件 (19)が成り立っていることから，[DUE-FW-
LP]の各変数について次の式も成り立つ：

𝜶𝒘̂ − 𝒚̂ + 𝜶𝑨T
+ 𝝅̂ − 𝜶𝜷𝜅 ≥ 0. (I.1)

式 (I.1), (21), (20)をそれぞれ要素表示に書き下す：
(𝑤̂𝑖 𝑗 − 𝑤𝜅−1

𝑖 𝑗 ) − 𝑑𝑠

𝜇𝑖 𝑗
𝑦̂𝑖 𝑗 + (𝜋̂𝑖 − 𝜋𝜅−1

𝑖 ) + 𝑑𝑠 ≥ 0, (I.2)

(𝜋̂𝑖 − 𝜋𝜅−1
𝑖 ) + 𝑑𝑠 ≥ 0, (I.3)

(𝑤̂𝑖 𝑗 − 𝑤𝜅−1
𝑖 𝑗 ) − 𝑑𝑠

𝜇𝑖 𝑗
𝑦̂𝑖 𝑗 ≤ 0. (I.4)

ここで式 (I.2)の左辺は，式 (I.3)の左辺と式 (I.4)の左辺
との和であることに注意すると，式 (I.2)が成立してい
るもとでは，式 (I.4)が成立しているなら式 (I.3)は必ず
成立することが確認できる．したがって式 (I.2)のもと
で式 (I.4)は式 (I.3)の十分条件であり，同様に条件 (19)
のもとで式 (20)は式 (21)の十分条件である．以上より
命題は示された．□
命題 4より，[DUE-FW-LP]の制約条件として式 (20)
を採用した場合の解は式 (21)を満たす．ゆえに，元の
制約条件式 (21)を式 (20)で置換することは妥当である．

付録 II 渋滞進展アルゴリズムでの解の不整
合とその解消

4. (1)にも述べたように，渋滞進展アルゴリズムにお
いて単に Frank-Wolfe法で [DUE-QP(𝜅)]を解くのみで
は，均衡条件を全て満たしていながらネットワーク上
で物理的に不整合な解が得られる場合がある．本章で
はこの不整合の発生要因，およびその解消のために渋
滞進展アルゴリズムの Step 5が有効であることを示す．
ネットワーク上のリンク (𝑖, 𝑗) ∈ Lは全て，出発時刻

𝜅において次の三種類のいずれかに分類できる：

1. L𝜅
1 : 出発時刻 𝜅 において，あるノードへの最短経
路上にあり，流入交通流がある．

2. L𝜅
2 : 出発時刻 𝜅 において，あるノードへの最短経
路上にあるが，流入交通流がない．
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3. L𝜅
3 : 出発時刻 𝜅 において，どのノードへの最短経
路上にもない．

これらを用いて，ネットワーク上のノード 𝑘 ∈ N も全
て，出発時刻 𝜅において次の二種類に分類できる：

1. N 𝜅
1 : 出発時刻 𝜅 において，L𝜅

1 のリンクのみを経
由して起点からたどり着ける．

2. N 𝜅
2 : 出発時刻 𝜅において，L𝜅

2 や L𝜅
3 のリンクを経

由しなければ起点からたどり着けない．

以上の分類のうち，L𝜅
2 に該当するリンク (𝑖, 𝑗) や N 𝜅

2
に該当するノード 𝑘 に対応する変数 𝑤𝜅𝑖 𝑗 , 𝜋

𝜅
𝑘 は，均衡条

件のみからは一意に決定されない．このため，[DUE-
QP(𝜅)]を Frank-Wolfe法により解いて得られた 𝜋𝜅𝑘 が，
起点から最短経路を辿って 𝑘 に至る旅行時間と異なる
場合がある．
以上の状況を具体的に数式を用いて説明する．本研

究で定式化した均衡条件は式 (11) - (15)であった．こ
のうち式 (12)には，起点からその他全てのノードへ向
かう最短経路を，リンクへの流入交通量 𝒚𝜅 の有無によ
り判断し，その経路上で 𝒘𝜅 , 𝝅𝜅 を一意に定める役割が
ある．一方で，時刻 𝜅 において L𝜅

2 に含まれるリンク
(𝑖, 𝑗) では，分類条件から 𝑦𝜅𝑖 𝑗 = 0である．このとき式
(12)より，リンク (𝑖, 𝑗)について，任意のノードへの最
短経路上にあるリンクが満たすべき条件：

𝑐0
𝑖 𝑗 + 𝑤𝜅𝑖 𝑗 + 𝜋𝜅𝑖 − 𝜋𝜅𝑗 = 0 (II.1)

が無効となる．これによりリンク (𝑖, 𝑗) に関する
𝑤𝜅𝑖 𝑗 , 𝜋

𝜅
𝑖 , 𝜋

𝜅
𝑗 を規定する条件は次の二式：

0 ≤ 𝒘𝜅 ⊥
{
(𝒘𝜅 − 𝒘𝜅−1)

+ 𝑨T
+ (𝝅𝜅 − 𝝅𝜅−1) + 1𝑑𝑠

}
≥ 0, (II.2)

𝝅𝜅 ≥ max [𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠, 𝝅0] (II.3)

のみとなり，𝜋𝜅𝑗 は一意に定まらない．さらに，ノード
𝑗 に続くリンク ( 𝑗 , 𝑘)がL𝜅

2 に含まれる場合，𝜋𝜅𝑗 が非一
意であることにより式 (II.2)から 𝑤𝜅𝑗𝑘 も非一意となる．
そして，𝑤𝜅𝑗𝑘 により規定される 𝜋𝜅𝑘 も非一意となり，と
いう具合に解の非一意性は下流側に伝播する．
このような不整合を正しく修正するために Step 5が

必要である．Step 5は，リンク旅行時間をも逐次更新
するダイクストラ法である．具体的には，起点に近い
ノードから順に 𝜋 を最短経路旅行時間に，そのノード
から延びるリンクについて 𝑤 を式 (II.2)を満たすよう
に，それぞれ書き換えながら，全てのノードへ最短経
路を探索する．この操作を経ると式 (II.2)は成立し，式
(II.3)についても，式 (II.2)から 𝝅𝜅 ≥ 𝝅𝜅−1 − 1𝑑𝑠が，最
短経路探索から 𝝅𝜅 ≥ 𝝅0がそれぞれ満たされる．また，
最短経路探索から物理的整合性も満たされる．すなわ

ち，本操作を経た解 𝒙𝜅 はネットワーク上で物理的に整
合的で，かつ全ての均衡条件を満たす．

付録 III 格子ネットワークの容量・需要

本章では，本研究での格子ネットワークを用いた数
値実験において入力データとなる，ネットワーク上の
リンク容量と，ネットワーク上での OD需要の決定方
法を述べる．
本研究での実験では，交通需要が一起点多終点であ
ることを考慮し，ネットワークのリンク容量を適宜調
整して行った．具体的には，ネットワーク上で起点に近
いリンクの容量は相対的に大きく，起点から遠いネット
ワークの容量は相対的に小さく設定した．これは，一
起点多終点の交通需要に対しても，実験の結果として
意味のある程度の渋滞発生を確保する（起点の周辺の
みでしか渋滞が発生しない，といった状況を避ける）た
めである．具体的には，以下に示す，Dial17) のアルゴ
リズムを応用したアルゴリズムによりリンク容量を決
定した：

Step 0: リンク (𝑖, 𝑗) のリンク尤度を次式で計算する：

𝐿 (𝑖, 𝑗) =

𝑒 [𝜋

0
𝑗 −𝜋0

𝑖 −𝑐0
𝑖 𝑗 ] if 𝜋0

𝑖 < 𝜋
0
𝑗 ,

0 otherwise.
(III.1)

Step 1: 𝜋0
𝑖 が小さいノード 𝑖から順に，そのノードから

延びるリンク (𝑖, 𝑗) の重みを次式で計算する：

𝑤(𝑖, 𝑗) =

𝐿 (𝑖, 𝑗) if 𝑖 = 𝑜,

𝐿 (𝑖, 𝑗)∑𝑚∈I𝑖 𝑤(𝑚, 𝑖) otherwise.
(III.2)

Step 2: 起点からノード 𝑘 への仮想需要を 𝑞𝑘 と定義す
る．𝜋0

𝑗 が大きいノード 𝑗 から順に，そのノードへ
延びるリンク (𝑖, 𝑗) の交通量を次式で計算する：

𝑥(𝑖, 𝑗) =

∑
𝑙∈O 𝑗

𝑥( 𝑗 , 𝑙) + 𝑞 𝑗


𝑤(𝑖, 𝑗)∑
𝑙∈I𝑗 𝑤(𝑙, 𝑗)

. (III.3)

Step 3: 𝜋0
max ≡ max.𝑘 𝜋0

𝑘 とする．リンク (𝑖, 𝑗)の容量を
次の式で計算する：

𝜇𝑖 𝑗 = 𝑥(𝑖, 𝑗) ×
1

1 + (2𝜋0
𝑖 /𝜋0

max)
. (III.4)

Step 4: 𝜇𝑖 𝑗 = 0 と計算された全てのリンクについて，
𝜇𝑖 𝑗 = 1と改めて設定する．

仮想需要 𝑞𝑘 については，終点ノード以外のノードに
は 0を，終点ノード 𝑘 には次の式により計算される値
を，それぞれ設定した：

𝑞𝑘 = 𝑞𝑁𝑑
exp(−𝜈𝜋0

𝑘)∑
𝑙∈N𝑑

exp(−𝜈𝜋0
𝑙 )
. (III.5)
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ここでN𝑑 は終点ノード集合（その要素数は 𝑁𝑑）であ
り，𝑞, 𝜈はパラメータである．本稿で掲載した数値実験
では，𝑞 = 40 veh/min, 𝜈 = 0.01と設定した．
各終点に与える時々刻々の交通需要については，需要

が存在する時間帯内での平均値が 𝑞 となるような三角
形状の需要を“大需要（demand-L）”とし，絶対量にし
てその 0.3倍のものを“中需要（demand-M）”，0.2倍
のものを“小需要（demand-S）”とそれぞれ定義した．

付録 IV 実都市ネットワークへの適用

本研究での提案手法は格子ネットワークに限らず一般
の都市交通ネットワークへ適用可能である．その一例と
して，本章では Transportation Networks for Research18)

が提供しているGoldCoast, Australiaネットワーク（4807
nodes, 11140 links, 1068 zones）への適用例を示す．計
算条件は 6. での条件と等しく設定し，需要は大需要
（demand-L）のみを扱い実験した．
実験の結果，全ての計算に要した CPU timeは約 19.7

分であり，ネットワーク全体中の渋滞発生リンクの割合
は約 13%であった．格子ネットワークのときと同様に
計算は正確に行われているものの，同規模の格子ネット
ワーク（𝑚 = 14）での同条件の計算 CPU timeが約 6.4
分であったことを考慮すると，実都市交通ネットワー
クでの計算は格子ネットワークのときよりも計算コス
トが大きいと考えられる．この原因は，ノード・リン
クの接続構造が複雑であることや，均衡解において各
変数のオーダーが大きく異なることなど，複数の可能
性が考えられる．これに関する詳細な検討は今後の課
題としたい．

NOTES
注1) 1. (3)に挙げた既存研究は全て，交通流を連続体として

扱う“流体モデル”である．一方でこれらとは別のアプ
ローチとして，交通流中の各利用者を離散粒子として扱
う“粒子モデル”が存在する．この粒子モデルに関しても，
経路選択 DUE配分の解法（井料 (2011)19)）が提案され
ている．しかしながらこのモデルは元来，比較的狭小な
範囲における交通均衡状態を精緻に再現し，その性質を
解析することを想定したものである．粒子モデル解法の
計算コストは，モデルの性質上，対象とする交通ネット
ワークの規模と，これと一般に比例関係にある交通需要
の総量との双方から直接影響を受けるため，大規模ネッ
トワークへ適用するという本研究の目的には適わない．

注2)本稿に登場する単位行列 𝑰，零行列（ベクトル）0，1行
列（ベクトル）1，その他定数行列（ベクトル）は原則と
して，その演算に対して適切な次元であるとする．ただ
し，特に注意が必要な場合には，行列（ベクトル）の次
元を下付き添え字で表す．

注3)提案手法において，均衡状態での交通流は全てリンクの
流入流率として得られるため，図-3, 4の 23 ≤ 𝜅 ≤ 30の
時刻帯において実際には全ての経路が使用されていない
場合も考えられる．しかしながら，このような場合を全
て勘案しても，「どの利用者も自分一人が経路を変更して

も，各自の総旅行費用をそれ以上改善できない」DUE状
態であることに変わりはない．
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EFFICIENT ALGORITHM FOR SOLVING DYNAMIC USER EQUILIBRIUM
TRAFFIC ASSIGNMENT

Masanao WAKUI, Takara SAKAI and Takashi AKAMATSU

This paper presents an efficient algorithm for solving dynamic user equilibrium (DUE) traffic assignment
problems with one-to-many origin-destination demand. We first formulate the DUE problem, with the
point queue model, as a linear complementarity problem (LCP). Then, we transform the LCP into a
quadratic programming problem (QP). The QP enables us to build an efficient algorithm based on the convex
combination method (Frank–Wolfe algorithm). Numerical experiments reveal that the proposed algorithm
can (i) solve extremely large-scale problems to which no conventional methods can be applied, (ii) calculate
the solution more than 1000 times faster than a general-purpose solver for optimization problems, and (iii)
yield an extremely accurate equilibrium solution.
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