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本研究では，超大規模離散空間における Fujita-Ogawa(FO)モデルの効率的数値解法を提案する．具体的には
まず，FOモデルにおける主体の確定的選択行動をランダム効用理論（ロジット・モデル）に基づき一般化した
確率的 FOモデルを提示する．続いて，この確率的 FOモデルの等価最適化問題を導出し，さらにその問題が，
企業の立地分布を決定するマスター問題と，家計の居住地・勤務地分布を決定するサブ問題とに階層分解でき
ることを明らかにする．ここで，サブ問題はエントロピー正則化項付きの最適輸送問題，マスター問題は制約
条件付き非凸計画問題の数理構造を持つ．これらの数理構造を活かし，サブ問題に対してはバランシング法を，
マスター問題に対しては加速勾配法を適用する階層的最適化アルゴリズムを構築する．

Key Words: Fujita-Ogawa (1982) model, logit model, optimal transport, Bregman’s balancing method, Nesterov’s
accelerated gradient method

1. はじめに

(1) 背景
大都市には企業が空間的に集中立地する “都心”が複

数存在することが多い．このような複数都心が形成さ
れる要因は，その立地点固有の誘因力に加えて，企業
が集積することにより新たに生じる外部経済（集積の
経済）にあると考えられている．都市における社会資
本を効果的に運用・整備していくためには，こういった
複数都心の存在を適切に考慮し，都市計画を策定・評価
することが必要となる．そのため，集積の経済効果を
定量的に記述・分析するフレームワークが求められる．

Fujita-Ogawaモデル1)（FOモデル）は，この要請に
応えうる代表的な数理モデルである．FOモデルでは，
集積の経済およびそれに起因する複数都心形成現象を
端的に記述することができる．FOモデルの基本的枠組
みは，企業と家計という 2種類の主体が，それぞれ自
身の利潤/効用を最大化するように立地/居住地・勤務地
を選択した結果として生じる “均衡状態”を記述すると
いうものである．ここで，企業の利潤関数には，より
近隣に立地する企業が多いほど利潤が大きくなる作用
が組み込まれている．これにより，企業には互いに集
積して立地するインセンティブが働き，さらに企業と
家計が土地市場において競合することで複数都心の創
発が表現される．

この FOモデルは，都心形成現象を理論的に特徴付け
るのに役立つだけでなく，様々な応用研究にも活用され
ている．例えば，計量的空間経済学 (QSE: quantitative
spatial economics) の分野では，FO モデルのフレーム
ワークを応用し，多種多様な空間情報データに基づい
て都市の空間的特性を実証的に分析する試みがなされて
いる (e.g., Ahlfeldt et al.2), Monte et al.3), Heblich et al.4)，
杉本ら5))．また，混雑を表現した交通モデルと FOモ
デルの統合を図り，短期的な渋滞緩和施策と土地利用
の関連性を分析した研究も存在する（e.g., Zhang and
Zhang6), Zhang and Kockelman7),8))．これらの研究では，
FOモデル（またはその拡張モデル）を直接的・間接的
に解いた結果に基づき解析が行われている．しかしな
がら，そこで用いられている数値解法は収束が保証さ
れないヒューリスティックなアルゴリズムであることが
多い．このことは FOモデルが表現する集積の経済や
複数都心形成現象が，応用モデルの解析結果に適切に
反映されていない可能性を意味する．以上踏まえると，
FOモデルに対する安定的かつ効率的な数値解法が求め
られる．
このような必要性に関わらず，大規模な実証・応用
分析に耐えうる FOモデルの数値解法は開発されてこ
なかった．秋本・赤松9)は，FOモデルに等価最適化問
題（二次計画問題）が存在することを活用し，二次計
画問題に対する Frank-Wolfe アルゴリズムを提案した



が，問題の規模が大きい場合には膨大な計算時間を要
するものとなっている．これは，FOモデルの等価最適
化問題の未知変数である家計の居住地・勤務地分布変
数が，立地点の二乗のオーダーになることに起因する．
そのため，立地点数（問題規模）の増加に伴い，未知
変数の次元が急激に増加し，求解が困難となっている．
これに対して，清水・長江10) は，秋本・赤松9) を改良
し，等価最適化問題における家計の居住地・勤務地分布
を求める部分構造に最適輸送問題の構造を持つことを
活用したアルゴリズムを構築している．しかしながら，
効率的に求解できる状況設定は空間に周期性を仮定し
た特殊な場合に留まっている．Heikkila and Wang11) や
Delloye et al.12)は，エージェント・ベース・シミュレー
ションを提案しているが，均衡解への収束保証はなさ
れていない．また，このような手法を主体数が多い状
況へ適用することは困難であり，実証分析への利用は
現実的でない．

(2) 目的とアプローチ
本研究の目的は，空間構造を特定しない超大規模離

散空間において，実証的利用にも耐えうる FOモデルの
高速な数値解法を開発することである．この目的を達
成するために，本研究ではまず，(I) FOモデルをランダ
ム効用理論に基づく確率的枠組みに拡張する．続いて，
(II)この確率的 FOモデルに等価最適化問題が存在する
ことを示す．そして，(III)この等価最適化問題の数理
構造を活かした効率的数値解法を構築する．

(I)では，FOモデルの立地主体（企業と家計）の選択
行動にランダム効用最大化を仮定し，モデルを確率的
枠組み（ロジット・モデル）に拡張する（以降では，オ
リジナルモデルを確定的 FOモデル，本研究の拡張モデ
ルを確率的 FOモデルと区別して呼ぶ）．このような拡
張には 2つの意図がある．第 1の意図は，ランダム効
用理論に基づく主体の異質性を考慮することで，定量
分析手法に対して実用的なモデルへの一般化を図ると
いうものである．第 2の意図は，主体の選択行動をロ
ジット・モデルで表現することにより，後述するモデル
の等価最適化問題の目的関数にエントロピー正則化項
が加わるという数値計算上の利点（i.e.,問題のスムージ
ング効果）を得るというものである．

(II)では，確率的 FOモデルの等価最適化問題を構築
する．この問題の目的関数は非凸であるものの，ポテ
ンシャル・ゲームにおけるポテンシャル関数13) に対応
する．したがって，問題の（局所的・大域的）最適解
は，FOモデルの安定な均衡解となる 注 1)．さらに，本
研究では，この問題は企業の立地分布を決定するマス
ター問題と，企業の立地分布を与件として家計の居住
地・勤務地分布を決定するサブ問題からなる階層的最適

化問題に変換できることを明らかにする．ここで，サブ
問題はエントロピー正則化項付きの最適輸送問題，マ
スター問題は制約条件付き非凸計画問題の数理構造を
持つ．

(III)では，サブ問題およびマスター問題の数理構造
を活用し，サブ問題に対してはバランシング法14),15)を，
マスター問題に対しては加速勾配法16) を適用した階層
的最適化アルゴリズムを構築する．サブ問題の決定変
数は家計の居住地・勤務地分布であるため，本来，決定
変数の次元は立地点数の二乗となる．そこで，サブ問
題に双対問題ベースの解法であるバランシング法を適
用することで，アルゴリズムの各反復で更新する変数
の次元を大幅に削減される．また，マスター問題に対
しては，目的関数についての一次の情報のみを用いる
（i.e.,二次の情報は用いない）加速勾配法を適用するた
め，各反復における計算量を抑えることができる．さ
らに，マスター問題の目的関数についての一次の情報
はサブ問題の最適値関数を用いることで容易に計算が
可能である．本稿では，提案手法の効率性・正確性を
大規模な格子状空間を対象にした数値実験により示す．

(3) 本稿の構成
本稿の構成を次に示す．続く 2章にて，確率的 FOモ
デルを定式化する．3章では等価最適化問題を導出し，
さらにその等価最適化問題が階層的最適化問題に変換
できることを示す．次に，4章において，階層分解され
たサブ問題とマスター問題に対するアルゴリズムを述
べる．5章では，数値実験により提案アルゴリズムの効
率性・正確性を示す．最後に，6章にて本研究のまとめ
を述べる．

2. モデル

(1) 基本設定
K個の立地点が存在する都市空間を想定する．立地
点の集合を K = {1, 2, ...,K}と表し，立地点 iの土地面
積は Siとする．都市全体の総土地面積は Sである (i.e.,
S =

∑
i∈K Si)．また，立地点 iから立地点 jまでの距離

を Ti j ≥ 0で表す．さらに，全立地点ペアを要素とする
集合をH と表す (i.e.,H = {(i, j) | i ∈ K , j ∈ K})．
都市には，総数Mの企業と総数 N の家計が存在す
る．家計と企業には雇用関係が存在し，労働市場によっ
て各立地点ごとに賃金が内生的に決定する．また，企
業および家計は，立地点に立地/居住するために，地代
を不在地主に支払う．この地代も土地市場によって各
立地点ごとに内生的に定まる．これら地代・賃金に基
づき，企業は自らの利潤を最大化するように立地点を
選択し，家計は地代・賃金に加えて通勤費用を考慮し



て自らの効用を最大化するように居住地と勤務地のペ
アを選択する．ただし，本研究では，企業の立地点選
択および家計の居住地・勤務地選択に，ランダム効用
最大化に基づく選択行動を仮定する．立地点 iに立地す
る企業の数を mi，立地点 iに居住し立地点 jの企業へ
通勤する家計の数を ni j と表す．また，立地点 iにおけ
る地代・賃金をそれぞれ Ri, Wi と表す．

(2) 家計の居住地・勤務地選択行動
家計は，勤務する 1つの企業に 1単位の労働力を提

供し，その対価として賃金を得る．そして，この賃金
を用いて，1単位の土地と都市の外部から移入される価
格 1の合成財を消費する．立地点 iに居住し，立地点 j
の企業に通勤する家計を家計 (i, j)と呼ぶ．家計 (i, j)の
可処分所得 Vi j を次のように定義する：

Vi j ≡W j − tTi j − Ri ∀(i, j) ∈ H . (1)

ここで t > 0は通勤費用パラメータである．各家計は
可処分所得をすべて合成財の消費に充てるものとする．
家計 (i, j)の効用 UH

ij は次のように表される：

UH
ij ≡ Vi j + ε

H
ij ∀(i, j) ∈ H . (2)

ここで εH
ij は平均 0，パラメータ θH のガンベル分布に

従うランダム項である．各家計は，効用 UH
ij を最大化

するように，居住地・勤務地を選択する．

(3) 企業の立地点選択行動
企業は，1単位の土地と L単位の労働力を投入し，合

成財を生産する．立地点 i における財の産出量 Fi(m)
は，他企業とのコミュニケーションにより得られる便
益の大きさで表される．この企業間交流便益 Fi(m)は，
都市の企業分布m ≡ {mi}i∈K に依存した以下のような
関数で与えられる：

Fi(m) ≡
∑
j∈K

di jm j ∀i ∈ K . (3)

ここで di jは距離減衰効果を表し，企業間交流費用パラ
メータ τ > 0を用いて次のように定義される：

di j ≡ exp [−τTi j] ∀(i, j) ∈ H . (4)

すなわち，企業は近接する他の企業が多いほど多くの
財を産出できる．
企業が立地点 iに立地することにより得られる利潤

UF
i は次のように表される：

UF
i ≡ VF

i + ε
F
i ∀i ∈ K . (5)

ただし VF
i は次式で定義される：

VF
i ≡ Fi(m) − Ri − LWi ∀i ∈ K . (6)

また εF
i は平均 0，パラメータ θFのガンベル分布に従う

ランダム項である．各企業は，利潤UF
i が最大になるよ

うに立地点を選択する．

(4) 均衡条件

均衡状態は，次に示す a)立地主体数の保存条件，b)
空間均衡条件，c)市場均衡条件を同時に満足する状態
である．

a) 立地主体数の保存条件

総家計数と総企業数について以下の保存条件が成立
する：∑

i∈K

∑
j∈K

ni j = N, (7)∑
i∈K

mi =M. (8)

b) 空間均衡条件

空間均衡条件とは，各主体の立地選択に関する無裁
定条件である．本モデルでは，主体の選択行動にロジッ
ト・モデルを採用するため，均衡状態における無裁定
条件はロジット・モデルの選択確率式に相当する．した
がって，均衡状態において ni j, mi は下式を満足する：

ni j = N
exp[θH · VH

ij ]∑
k∈K

∑
l∈K exp[θH · VH

kl ]
∀(i, j) ∈ H , (9)

mi =M
exp[θF · VF

i ]∑
l∈K exp[θF · VF

l ]
∀i ∈ K . (10)

ここで θH → ∞および θF → ∞とすると，選択確率
式 (9), (10)は確定的 FOモデルにおける無裁定条件（相
補性条件）に対応することに注意されたい注 2)．すなわ
ち，本研究の確率的 FOモデルは，確定的 FOモデルの
緩和問題と捉えることもできる（その際，θH, θF は緩
和パラメータを意味する）．この視座に立つと，後述す
る提案アルゴリズムは確定的 FOモデルの近似解法と
捉えることもできる．

c) 市場均衡条件

立地点 iにおける均衡地代 Ri と均衡賃金Wi は，そ
れぞれ土地市場と労働市場によって内生的に決定する．
土地市場では，正の地代がついていれば，土地の供給
面積と需要面積が一致する：

∑
j∈K

ni j +mi = Si if Ri > 0∑
j∈K

ni j +mi ≤ Si if Ri = 0
∀i ∈ K . (11)



労働市場では，正の賃金がついていれば，企業の求め
る労働者数と家計の供給労働者数が一致する：

Lm j =
∑
i∈K

ni j if W j > 0

Lm j ≤
∑
i∈K

ni j if W j = 0
∀ j ∈ K . (12)

3. 等価最適化問題と階層分解
本章では，まず，前章で定式化した確率的 FOモデル
の等価最適化問題を示す．次に，この等価最適化問題
を，企業の立地分布を決定するマスター問題と，企業
の立地分布を与件として家計の居住地・勤務地分布を
決定するサブ問題からなる階層的最適化問題に変換す
る．最後に，アルゴリズム構築の準備として，階層的
最適化問題に対するいくつかの数理的特徴を述べる．
以降では，問題や数式の構造が分かりやすいように，
変数やパラメータを適宜ベクトル・行列形式で表記する．

(1) 等価最適化問題
確定的な FOモデルには等価な最適化問題注 3)が存在
することが知られている17),18)．本研究の確率的 FOモ
デルも同様に等価最適化問題が構築できる．このこと
を次の命題に示す．
命題 1. 次に示す最適化問題 [P]の局所最適解は，確率
的 FOモデルの均衡条件を満足する：

[P]

min.
m,n∈Ω

Z(m,n)

where Z(m,n) ≡ −1
2
mTDm + tT Tn

+
1
θF m

Tln
(
m

M

)
+

1
θH nTln

(
n

N

)
. (13)

ここで ln(x) ≡ {ln xi}i∈K である．またDは di j を要素
とする行列，T と nはそれぞれ Ti jおよび ni jを要素と
するベクトルを表す．実行可能領域Ωは次のように定
義される：

Ω ≡


(m,n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
i∈K mi =M,∑
i∈K

∑
j∈K ni j = N,∑

j∈K ni j +mi ≤ Si ∀i ∈ K ,∑
i∈K ni j ≥ Lm j ∀ j ∈ K ,

mi ≥ 0 ∀i ∈ K ,
ni j ≥ 0 ∀(i, j) ∈ H .


.

(2) 等価最適化問題の階層分解
等価最適化問題 [P]は，企業の立地分布を決定するマ
スター問題と，企業の立地分布を与件として家計の居
住地・勤務地分布を決定するサブ問題に分解すること
ができる．このことを次の命題にまとめる．

命題 2 (階層的最適化問題). 次に示す階層的最適化問題
[Master-P], [Sub-P(m)]の最適解は，問題 [P]の最適解
である：

[Master-P]

min.
m

ZF(m) (14)

s.t.
∑
j∈K

m j =M, (15)

0 ≤ mi ≤ Si ∀i ∈ K , (16)

where ZF(m) ≡

− 1
2
mTDm +

1
θF m

Tln
(
m

M

)
+ ZH∗(m). (17)

[Sub-P(m)]

ZH∗(m) ≡ min.
n

ZH(n) (18)

s.t.
∑
j∈K

ni j +mi ≤ Si ∀i ∈ K , (19)∑
i∈K

ni j ≥ Lm j ∀ j ∈ K , (20)∑
i∈K

∑
j∈K

ni j = N, (21)

where ZH(n) ≡ tTn +
1
θH nTln

(
n

N

)
. (22)

以降では議論を簡単にするために，総企業数Mと総
家計数Nは，総土地 [労働]供給量と総土地 [労働]需要
量が一致するように設定されているものと仮定する．

仮定 1. 総企業数Mおよび総家計数Nは以下の関係式
を満足する：

M = LN, (23)

M +N = S. (24)

仮定 1は，各立地点における土地市場と労働市場で，総
供給量と総需要量が一致することも意味する．つまり，
最適解において，サブ問題 [Sub-P(m)]の制約条件 (19),
(20)は必ず等式で成立する．なお，本来，仮定 1が満
たされていない状況でも，ダミー企業・家計変数を導
入することで仮定 1を満足する問題を考えることがで
きる．
仮定 1のもとでは，サブ問題はエントロピー正則化
項付きの最適輸送問題に帰着する．この数理構造は，交
通工学の分野でよく知られている二重制約型重力モデ
ルと同じものである19)．一方，マスター問題は制約条
件付きの非凸最適化問題となる．これはマスター問題
の目的関数の第 1項 −(1/2)mTDmが凹関数となるた
めである．なお，マスター問題の実行可能領域は，単
体から端点近傍を除いた領域となる．



詳細は 4章において述べるが，本研究の提案アルゴ
リズムは，マスター問題対して加速勾配法を適用する
ものである．この加速勾配法の長所のひとつは，目的
関数の一次の情報（勾配・劣勾配）のみを必要とする
ことである．しかしながら，そもそも勾配の計算負荷
が大きい場合や目的関数の劣勾配しか利用できない場
合には，アルゴリズムの性能が低下する可能性がある．
この点について本研究の場合は，マスター問題の目的
関数にサブ問題の最適値関数が含まれるものの，その
勾配を陽に計算できるため，加速勾配法の性能が最大
限発揮されることが期待できる．このことに関連して，
サブ問題の最適値関数およびマスター問題の目的関数
の理論的性質について以下の補題にまとめる．

補題 1. サブ問題の双対問題は以下である：

[Sub-D(m)]

max
R̂,Ŵ

. − (S −m)T R̂ + LmTŴ

− N
θH ln

∑
i∈K

∑
j∈K

exp
(
−θH

(
tTi j + R̂i − Ŵ j

))
(25)

s.t. R̂i ≥ 0 ∀i ∈ K , (26)

Ŵ j ≥ 0 ∀ j ∈ K . (27)

ここで R̂および Ŵ は，それぞれサブ問題 [Sub-P]の制
約条件 (19), (20)に対応するラグランジュ乗数である．

補題 2. サブ問題の最適値関数の勾配は以下である：
dZh∗(m)

dm
= R̂∗(m) + LŴ ∗(m). (28)

ここで R̂∗(m)および Ŵ ∗(m)は，サブ問題 [Sub-P(m)]
のラグランジュ乗数の最適解である．

補題 3. マスター問題の目的関数の勾配は以下である：
dZF(m)

dm
= −Dm +

1
θF

(
ln

(
m

M

)
+ 1

)
+ R̂∗(m) + LŴ ∗(m). (29)

4. アルゴリズム

提案アルゴリズムは，サブ問題に対するバランシン
グ法 (Bregman14))，マスター問題に対する加速勾配法
(Ghadimi and Lan16))から構成される．メイン・ループ
は，マスター問題に対する加速勾配法となる．ただし，
メイン・ループ中でサブ問題の最適値関数の情報が必
要となるため，その都度，サブ問題をバランシング法
で解くというサブ・ルーチンが発生する．

アルゴリズム 1バランシング法 (Bregman14))

Input: u(0) = 1, v(0) = 1, K ≡
[
exp

(
−θHtTi j

)]
1: for k = 0, 1, 2, ... do
2: γ(k) ← u(k)TKv(k)

3: v(k+1) ← γ(k) Lm
N

( 1
Ku(k)

)−1

4: u(k+1) ← γ(k) S −m

N

( 1
Kv(k+1)

)−1

5: end for
Output: u(k), v(k)

(1) サブ問題のアルゴリズム
前章で述べたように，サブ問題は二重制約型の重力
モデルと同じ数理構造を持つ．この二重制約型の重力
モデル19)は，Bregmanのバランシング法14),20)によって
効率的に求解できることが知られている 注 4)．バラン
シング法は，問題の二重制約条件に対応するラグラン
ジュ乗数を座標変換（指数変換）した変数を交互に更
新する双対問題ベースのアルゴリズムである．つまり，
実質的な操作変数の次元は，制約条件の本数（ラグラ
ンジュ乗数の次元）となる．そのため，主問題ベース
のアルゴリズムよりも，大幅に操作変数の次元を削減
できる．このことを踏まえて，本研究でもサブ問題に
対してバランシング法を適用する．
サブ問題に適用するバランシング法をアルゴリズム 1

に示す．アルゴリズムにおける操作変数 v, uは，問題
のラグランジュ乗数を指数変換した変数である．適当
な収束判定基準のもとで終了したときの解 v(k), u(k) を
対数変換することで，ラグランジュ乗数の最適解 Ŵ ∗,
R̂∗ を求めることができる：

R̂∗i = −θH ln u(k)
i ∀i ∈ K , (30)

Ŵ∗
j = θ

H ln v(k)
j ∀ j ∈ K . (31)

なお，主問題の決定変数は次のように求められる：

ni j =
N
γ(k)

Ki ju
(k)
i v(k)

j ∀(i, j) ∈ H . (32)

また，アルゴリズムの収束判定は∑
i∈K

∣∣∣u(k+1)
i − u(k)

i

∣∣∣
u(k)

i

+
∑
i∈K

∣∣∣v(k+1)
i − v(k)

i

∣∣∣
v(k)

i

< εsub (33)

により行う．ここで εsub は十分小さな正のパラメータ
である．

(2) マスター問題のアルゴリズム
マスター問題には Ghadimi and Lan16) の加速勾配法
を適用する．このアルゴリズムは，目的関数が非凸の
場合でも停留点への収束が保証されるものである．加



アルゴリズム 2加速勾配法 (Ghadimi and Lan16))
Input: x(0) ∈ RK, {α1} = 1 and {α j} ∈ (0, 1) for any k ≥ 2,
{β(k) > 0} and {λ(k) > 0}

1: Set the initial points m(0) = x(0)

2: for k = 1, 2, ... do
3: y(k) ← (1 − α(k))m(k−1) + α(k)x(k−1)

4: Compute ∇ZF(y(k))
5: x(k) ← Π(x(k−1) − λ(k)∇ZF(y(k)))
6: m(k) ← Π(y(k) − β(k)∇ZF(y(k)))
7: end for

Output: m(k)

えて，Nesterov21) の加速勾配法と同様に，目的関数の
一次の情報である勾配のみを用い，二次の情報を必要
としない．したがって，勾配が容易に計算可能な本研
究のマスター問題に対する解法として適していると言
える．
マスター問題に対する加速勾配法をアルゴリズム 2

に示す．ここで，x, yは補助変数であり，決定変数m

と同様に各反復で更新されていく．またΠ(m)は，問題
[Master-P]の実行可能領域への射影演算子である．具体
的には次のように定義される：

Π(m) ≡ arg min.
m

∥m −m∥2 (34)

s.t. 1Tm =M, (35)

0 + εproj1 ≤m ≤ S − εproj1. (36)

ここで εprojは十分小さい正の定数である．このように
企業の立地分布mの実行可能領域を微小に狭める理由
は，ロジット・モデルの性質から確率的 FO モデルの
均衡解では必ず mi , 0,Si, ∀iとなるためである．この
問題は凸計画問題であるので様々な効率的解法が存在
する．特に，各立地点の土地面積がすべて等しい場合，
Wang and Lu22) のアルゴリズムを応用すれば高速に計
算できる．
アルゴリズム 2において，ステップサイズを決める

パラメータの点列 {α(k)}, {β(k)}, {λ(k)}は，次のように設
定する：

α(k) =
2

k + 1
∀k, (37)

β(k) =
1

2L(k)
∀k, (38)

λ(k) =

(
1 +
α(k)

4

)
β(k) ∀k. (39)

L(k) (k = 1, 2, ...)は目的関数の勾配 ∇ZF(m)のリプシッ
ツ定数より大きい定数であれば良い．加速勾配法をベー
スとするアルゴリズムの多くはバック・トラッキングと

呼ばれる手法で L(k)を逐次決定することが多い．しかし
ながら，バック・トラッキングは目的関数の評価回数が
増える（i.e.,サブ問題を解く回数が増える）ため，提案
アルゴリズムでは次のように L(k)を逐次決定する 注 5)：

L(k) =
∥∇ f (y(k)) − ∇ f (y(k−1))∥
∥y(k) − y(k−1)∥ . (40)

このとき L(k) が（大域的な）リプシッツ条件を満足す
るという理論的保証はないものの，後述する数値計算
では良い収束性能を確認できている．
また，アルゴリズムの収束判定は，∥∥∥m(k) − y(k)

∥∥∥
2
< εmas (41)

により行う．ここで εmas は十分小さな正のパラメータ
である．

5. 数値実験

本章では，提案アルゴリズムの効率性および正確性
を数値実験により確認する．

(1) 実験条件
対象とする都市空間は，10 [単位距離] × 10 [単位距離]

の正方空間とし，都市の総土地面積は 100 [単位距離2]
とする．立地点数Kは平方数となるように設定し，立地
点数Kに応じて都市空間を

√
K×
√

Kの格子状に分割す
る．各立地点の土地面積は均等である（i.e., Si = S/K）．
また，立地点間の距離 Ti jはユークリッド距離で与える．
その他，確率的 FOモデルのパラメータは以下のように
設定する：

• 労働投入量：L = 1
• 通勤費用パラメータ：t = 0.1
• 企業間交流費用パラメータ：τ = 0.5
• 企業・家計のランダム項パラメータ：θH, θF = 1.0

総企業数 M，総家計数 N は仮定 1 を満たすものとす
る．また，アルゴリズムに必要なパラメータについて
は，次のように設定した：εmas = 10−5, εsub = 10−3,
εproj = 10−5．
数値実験に用いた計算機環境を以下に示す：
• OS: Windows 10 Home
• CPU: AMD Ryzen 9 3900X 12-Core, 3.79 GHz
• RAM: 32.0 GB
• Programing language: Python 3.8.3

なお，提案手法を実装した PythonコードはGitHubにて
公開している (URL: https://github.com/takala4/foapgb)．

(2) 汎用ソルバーとの比較
提案手法が汎用的手法に対して優位であることを確か
める予備実験を行った．具体的には，問題 [P]に対して
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図–1 立地点数と計算時間
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図–2 反復回数と絶対誤差（立地点数 K = 1002）

非凸数理計画問題に対する汎用ソルバーを適用したケー
スと，提案手法を用いたケースでの比較を行った．汎
用ソルバーは scipy.optimizの逐次二次計画法 (SLSQP)
を用いた．
数値実験の結果，立地点数 K = 52の場合で，汎用ソ

ルバーは求解に 44.4秒を要したのに対して，提案手法
は 0.028秒ほどで完了した．また，汎用ソルバーは立地
点数 K = 82でメモリ容量不足によって計算不可能にな
るが，提案手法では立地点数 K = 1002以上の規模でも
容量不足に陥ることなく計算可能であることを確認で
きた（詳細は 5.(3)）．
汎用ソルバーが求解不可能になる理由としては，そ

もそも未知変数の次元が膨大であることに加えて，内
部で（スパースでない）ヘッセ行列を保持しているた
めだと考えられる．一方，提案手法では，反復計算に
おいて特に次元の大きい家計の居住地・勤務地分布変
数 n ∈ RK2 を直接保持せず，次元が大幅に削減される
双対変数（∈ R2K）ベースの解更新を行っている（バラ
ンシング法）．さらに，企業の立地分布変数についても
二次の情報（ヘッセ行列）を用いない加速勾配法によ
り解更新を行っている．そのため，提案手法は素朴な
汎用的手法に比べて大幅にメモリ容量を削減できる．

(3) 立地点数と計算時間

立地点数 K を K = 102, ..., 1002 と調整して，提案ア
ルゴリズムの計算時間（実時間）を測定した．図–1に
立地点数と計算時間の関係を示す．各プロットは，各
立地点数に対してそれぞれ 3回試行した平均時間を表
している．いずれも初期解として一様分布を与えてい
る．図–1より，立地点数が 1002の場合においても，お
よそ 32秒という十分実用的な計算時間内で求解できる
ことが分かる．また，紙面の都合上割愛したが立地点
数 K = 1502のケースでも，提案手法は 130秒ほどで計
算を完了することを確認した．

(4) 収束効率

立地点数 K = 1002とし，初期解としてランダム分布
を与えた場合の収束状況を調べた．図–2に，（マスター
問題の）反復回数とマスター問題の目的関数 ZF(·)の絶
対誤差 ZF(k)の関係を示す．絶対誤差 Err(k))は次のよ
うに計算した：

Err(k) ≡ ZF(m(k)) − ZF(m∗). (42)

ここで本来m∗は最適解を表すが，図–2ではm∗ =m(99)

としている（m(99)自体の正確性は次節で述べる）．図–
2より，提案手法ではおよそ 40反復までで急速に最適
解に近づき，60反復程度で十分精度の良い解を得られ
ることがわかる．
各反復における暫定解m(k)を図–3に示す．各図の赤
青の濃淡が企業の立地分布を表しており，赤く塗りつ
ぶされている立地点ほど企業が多く立地していること
を表している．反復回数 k = 7ほどで，k = 99の解と
定性的にはほぼ同じ立地分布が得られていることが読
み取れる．

(5) 解の正確性

提案アルゴリズムによって，十分な反復回数を試行し
て得られる解が，確率的 FOモデルの均衡条件 (7)-(12)
をすべて矛盾なく満足することを確認する．具体的に
は，前節で用いた反復回数 k = 99の解 (m(99),n(99))が，
均衡条件 (7)-(12)を精度よく満足することを示す．精度
評価には，以下に定義する ECnvH(k), ECnvF(k), EPrbH(k),
EPrbF(k), ELand(k), ELabor(k)を用いる：

ECnvH(k) ≡

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
i∈K

∑
j∈K

n(k)
i j −N

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

,

ECnvF(k) ≡
∥∥∥∥∥∥∥∑i∈K m(k)

i −M

∥∥∥∥∥∥∥
2

,
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図–3 ランダム分布からの収束過程（企業の立地分布）

EPrbH(k) ≡
∑
i∈K

∑
j∈K

∥∥∥∥∥∥∥∥n(k)
i j −N

exp[θH · VH(k)
i j ]∑

k∈K
∑

l∈K exp[θH · VH(k)
kl ]

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

,

EPrbF(k) ≡
∑
j∈K

∥∥∥∥∥∥∥m(k)
j −M

exp[θF · VF(k)
i ]∑

l∈K exp[θF · VF(k)
l ]

∥∥∥∥∥∥∥
2

,

ELand(k) ≡
∑
i∈K

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈K

n(k)
i j +m(k)

i − Si

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

,

ELabor(k) ≡
∑
j∈K

∥∥∥∥∥∥∥Lm(k)
j −

∑
i∈K

n(k)
i j

∥∥∥∥∥∥∥
2

.

仮定 1のもとでは，(m(k),n(k))が均衡解ならば，これら
ECnvH(k), ECnvF(k), EPrbH(k), EPrbF(k), ELand(k), ELabor(k)
は理論上すべて 0 となる．実際，(m(99),n(99)) を代入
したところ，ECnvH(99), ECnvF(99), EPrbH(99), EPrbF(99),
ELand(99), ELabor(99)の値はすべて 10−8以下となり 注 6)，
十分に精度の良い解であることが確認できた 注 7)．

(6) 確定的 FOモデルの確率安定解との比較
2 章で述べたように，本研究の確率的 FO モデルは
θH, θF → ∞とすると，確定的 FOモデルに対応する．
本節ではこの観点から，提案アルゴリズムで得られる
確率的 FOモデルの解と，確定的 FOモデルの確率安定
解（等価最適化問題の大域的最適解）を比較し，両者
の対応関係を数値的に確認する．
比較は山口・赤松18) により確率安定解が特定できて

いる一次元空間において行った．確率安定解は，交通
費用パラメータ t, τによって性質（都心の極数）が変
化するため，様々な均衡立地分布を比較できるよう τ =
0.05, 0.15, 0.28, 0.31と調節して数値実験を行った（tは

0.05 に固定）．その他の FO モデルのパラメータは山
口・赤松18) と同一に設定した 注 8)．提案アルゴリズム
の初期解は一様分布で与えた．

図–4に，山口・赤松18)の確率安定解と提案アルゴリ
ズムによって得られた解（企業の立地分布）を示す．確
定的 FO モデルにおいては，企業の立地分布は all or
nothingとなるため，黒く塗りつぶされている立地点に
のみ企業が立地することに注意されたい．確率的 FOモ
デルに対する提案アルゴリズムの結果は，θH, θF の大
きさを 3段階に調整したものを示している．赤 [青]の
色が濃いほど立地企業が多い [少ない]ことを意味する．

図–4より，パラメータ θH, θFがより確定的な選択行
動になるように設定されている場合，提案アルゴリズ
ムにより得られる確率的 FOモデルの解は，確定的 FO
モデルの確率安定解と定性的に同じ立地分布になるこ
とが読みとれる．具体的には，確率安定解が n極分布
になるような τのケースでは，確率的 FOモデルにおい
ても n極分布を滲ませたような解が得られている．一
方，パラメータ θH, θFがより確率的な選択行動になる
ように設定されている場合，提案アルゴリズムの解は，
τの大きさに関らず均等分布に近いものとなる．

以上を踏まえると，提案アルゴリズムは，大域的最
適解への収束は理論上保証されていないものの，初期
解を一様分布とした場合には概ね大域的最適解に収束
すると期待できる．また，確定的 FOモデルの確率安定
解が複数都心となる t, τのケースでも，確率的 FOモデ
ルでは θH, θFの大きさによっては解がほぼ一様分布に
なる可能性があることも分かる．この現象は，極数が
多い確率安定解のときほど顕著になると予想される．



確定的FOモデルにおける
確率安定解（山口・赤松）

確定的 確率的小

大

確率的FOモデルに対して，
本研究の提案手法で得られた解

の大きさ

図–4 確定的モデルにおける確率安定解（山口・赤松18)）との比較（企業の立地分布）

6. おわりに

本研究では，超大規模離散空間における FOモデルの
効率的数値解法を開発した．具体的にはまず，FOモデ
ルにおける立地主体（企業と家計）の選択行動にランダ
ム効用最大化を仮定し，FOモデルを確率的枠組み（ロ
ジット・モデル）に拡張した．次に，この確率的 FOモ
デルに対して等価最適化問題が構築できることを示し，
さらに等価最適化問題は企業の立地分布を決定するマ
スター問題と家計の居住地・通勤地分布を決定するサ
ブ問題からなる階層的最適化問題に変換できることを
明らかにした．そして，各問題の数理構造を踏まえて，
サブ問題に対してはバランシング法を，マスター問題
に対しては加速勾配法を活用した階層的最適化アルゴ
リズムを構築した．最後に，数値実験により提案手法
の効率性と正確性を確認した．

謝辞： 本研究は JSPS科研費 (JP20J21744, JP21H01448)
の助成を受けた研究の一部です．また，本研究を行う
にあたり，京都大学大澤実助教から有益なコメントを
頂きました．ここに記し，感謝を表します．

付録 I 命題の証明

(1) 命題 1の証明

最適化問題 [P]の一次の最適性条件が，確率的 FOモ
デルの均衡条件に一致することをもって，[P]がモデル
の等価最適化問題であることを証明する．具体的には，
制約条件∑

j∈K ni j +mi ≤ Siに対応するラグランジュ乗
数は地代R，制約条件∑

i∈K ni j ≥ Lm j に対応するラグ
ランジュ乗数は賃金W であることを活用して証明を
行う．
最適化問題 [P]のラグランジュ関数を次に示す：

L(m,m, λ1, λ2,R,W )

= −1
2

∑
i∈K

∑
j∈K

di jmim j + t
∑
i∈K

∑
j∈K

Ti jni j

+
1
θF

∑
i∈K

mi ln
(mi

M

)
+

1
θH

∑
i∈K

∑
j∈K

ni j ln
(ni j

N

)

+ λ1

M −
∑
i∈K

mi

 + λ2

N −
∑
i∈K

∑
j∈K

ni j


+

∑
i∈K

Ri

∑
j∈K

ni j +mi − Si


+

∑
j∈K

W j

Lm j −
∑
i∈K

ni j

 . (I.1)

ここで，λ1, λ2はラグランジュ乗数である．一次の最適
性条件を以下に示す：

−
∑
i∈K

di jmi +
1
θF

(
ln

(m j

M

)
+ 1

)
− λ1 + R j + LW j = 0 ∀ j ∈ K , (I.2)

tTi j +
1
θH

(
ln

(ni j

N

)
+ 1

)
− λ2 + Ri −W j = 0 ∀(i, j) ∈ H , (I.3)

M −
∑
i∈K

mi = 0, (I.4)

N −
∑
i∈K

∑
j∈K

ni j = 0, (I.5)


∑
j∈K

ni j +mi − Si = 0 if Ri > 0∑
j∈K

ni j +mi − Si ≤ 0 if R1i = 0
∀i ∈ K , (I.6)


Lm j −

∑
i∈K

ni j = 0 if Wi > 0

Lm j −
∑
i∈K

ni j ≤ 0 if Wi = 0
∀i ∈ K . (I.7)



ここで式 (I.2), (I.3)はさらに，次のように書ける：

m j =M exp

θF

∑
i∈K

di jmi − µ1 j − Lµ2 j


 exp

[
θFλ1 − 1

]
,

(I.8)

ni j =N exp
[
θH

(
µ2 j − µ1i − tTi j

)]
exp

[
θHλ2 − 1

]
.

(I.9)

式 (I.4), (I.5) は立地主体数の保存則，式 (I.6), (I.7) は
市場均衡条件である．さらに主体数保存則を考慮して
λ1, λ2を定めると，式 (I.8), (I.9)から空間均衡条件が得
られる．
以上より，最適化問題 [P]の最適性条件（式 (I.2)-(I.7)）
は，確率的 FOモデルの均衡条件（式 (7)-(12)）に一致
することが確認できた．

(2) 命題 2の証明
マスター問題 [Master-P]・サブ問題 [Sub-P(m)]の最
適性条件を組み合わせることにより，最適化問題 [P]の
最適性条件が得られることをもって，階層的最適化問
題と [P]との等価性を証明する．
マスター問題 [Master-P]のラグランジュ関数は次式

である：

LMaster = −
1
2
mTDm +

1
θF m

Tln
(
m

M

)
+ ZH∗(m)

+ λ1

M −
∑
i∈K

mi

 +∑
i∈K
µi (mi − Si) .

(I.10)

同様にサブ問題 [Sub-P(m)]のラグランジュ関数は次式
である：

LSub =tTn +
1
θH nTln

(
n

N

)
+ λ2

N −
∑
i∈K

∑
j∈K

ni j


+

∑
i∈K

Ri

∑
j∈K

ni j +mi − Si


+

∑
j∈K

W j

Lm j −
∑
i∈K

ni j

 . (I.11)

ただし λ1, λ2,µはラグランジュ乗数である．これらの
ラグランジュ関数から導出される，マスター問題・サ
ブ問題の一次の最適性条件を組み合わせることにより，
元の最適化問題 [P]の最適性条件が得られる．なお，マ
スター問題の最適性条件を導出する際に必要なサブ問
題の最適値関数の勾配は補題 2より得られる．

NOTES

注 1)（確定的）FO モデルのポテンシャル関数および均衡解の安定
性に関する詳細は，大澤23)，中村・高山24)，Osawa and
Akamatsu17)，山口・赤松18) に詳しい．

注 2)確定的 FO モデルの定式化については，山口・赤松18) や清水・
長江10) などを参照されたい．

注 3)ここでの等価とは，最適化問題の一次の最適性条件
（Karush-Kuhn-Tucker 条件）がモデルの均衡条件と一致するこ
とを意味する．

注 4) Bregman のバランシング法14) に類するアルゴリズムは，様々
な研究分野で古くから提案・利用されてきた．1930 年代にはす
でに，交通流や電話のトラフィックの解析に使われたとされ
る25),26)．交通工学の分野では，二重制約重力モデルの数値解法
として有名であり，そこでは伝統的に Bregman のバランシング
法と呼ばれることが多い20)．数値解析や機械学習の分野でも豊
富な研究蓄積があり，そこでは 1960年代にアルゴリズムの収束
証明をした Sinkhorn and Knopp27) にちなみ，Sinkhorn-Knopp
アルゴリズム27),15) と呼ばれることが多いようである．

注 5)このような L(k) の決定方法は，Nishioka and Kanno28) でも採用
されている．

注 6)ラグランジュ乗数の最適解として得られる地代・賃金も正の値
をとり，均衡条件と矛盾しないことを確認している．

注 7)ここで，確率的 FO モデルは複数均衡を持つ可能性があること
に注意されたい．ここでの議論は，提案アルゴリズムが複数均
衡のうちの 1 つを精度よく求解できることを示すものである．

注 8)山口・赤松18) は一次元連続空間を対象としている．提案アルゴ
リズムでは，一次元連続空間を 200 立地点に均等分割した離散
空間を対象として実験を行った．
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A FAST ALGORITHM FOR FUJITA-OGAWA MODEL IN DISCRETE
TWO-DIMENSIONAL SPACE

Takara SAKAI, Masanao WAKUI, and Takashi AKAMATSU

This study proposes an efficient algorithm for the Fujita-Ogawa (FO) model in large-scale discrete
space. We first generalize the choice behaviors of households and firms using the random utility theory
(logit model) and introduce a stochastic FO model, which includes the original FO model as a special case.
Subsequently, we reveal that this stochastic FO model has an equivalent optimization problem. We then
transform the equivalent problem into a hierarchical optimization problem consisting of a master problem
for firms and a subproblem for households. The subproblem, which determines the commuting pattern of
households, has the structure of an optimal transport problem with an entropy regularization term. The
master problem, which determines the location pattern of firms, is a nonconvex programming problem with
constraints. By exploiting these mathematical structures, we propose a hierarchical optimization algorithm
composed of the balancing method for the subproblem and the accelerated gradient method for the master
problem．Finally, numerical experiments verify the efficiency and accuracy of the proposed method.


