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概 要
トポロジーや代数幾何では、交点理論や退化理論（レフシェッツ束など）が展開されています。著者の

構築している高次群論では、（任意の）群を「幾何的な対象」として扱うことができて、独特な “交点理
論”や “退化理論” が展開できます—非可換な群に対してさえ、代数幾何の理論に対応するような理論が
成り立っています。これは一種の “非可換代数幾何”ですが、一般に流布している非可換代数幾何とはまっ
たく異なります。本稿では高次群論の “交点理論”を概説します。

1 序　高次群論のビジョンの着床から第一ステージへ
本稿では、時系列的に高次群論の一端を解説します。まず、“高次”が何を意味するかということから始
めます。われわれの観点では古典的な群論は低次（2次以下）の理論です—群G の元 aは 0次（スカラー）、
部分群 H やコセット aH は 1次、また両側コセット KaH は 2次。これらを「高次化」した n次の対象
(n = 2, 3, 4, . . . ) である部分群積（セクト）H1H2 · · ·Hn, コセット積（クラン）a1H1a2H2 · · · anHn, さら
にずっと一般に群の部分集合の積（フロック）S1S2 · · ·Sn を高次群論では考察します。そして、これらに
基づいて群論全般を幾何学化するのが主眼です—　・哲・学・的・に・は　、一次式の理論である線形代数（内積を込め
ると二次式）から高次式の理論である代数幾何へ移行することの非可換版。
高次群論は、著者が手探りでゼロから創り始めて、次第に「形」になりましたが [Ta10]、その前段とし
て助走期間が長らく続きました [高村 5]。そもそも高次群論に至る “問題意識”が著者に芽ばえたのは、今
からずっとさかのぼる大学生の頃、群論の教科書と代数幾何の教科書を読んでいて、似た形の公式があるの
に気づいたときです： 両側コセット HaK の位数公式と、平面代数曲線 C と Dの交点に関するベズーの
定理の特別な場合（すべての交点が同じ交差重複度を持つとき）：

代数幾何 群論
ベズーの定理の特別な場合 両側コセットの位数公式
degC degD = n|C ∩D| |H||K| = m|H ∩Ka|

ここで n は共通の交差重複度 ここでm := |HaK|, Ka := aKa−1

（注：とくに aが単位元のとき、位数公式 |H||K| = m|H ∩K| (m := |HK|) は degC degD = n|C ∩D|に
酷似しています。）
上の表の二つの公式を見比べていると、群論の背後に「未知の幾何」が隠れているように思われました。
ベズーの公式の一般的な場合に対応する、群論の “未知の公式”があるのではないか、そしてそれは群に対
する “交点理論”があることを示唆しているのではないか、さらに群に対する “Chow ring”のようなものが
あるのではないか、と思いました。これが、著者の脳裏に「高次群論のビジョン」が着床した瞬間です。
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比較　整数論の 2大理論である類体論や岩澤理論は、　・思・想・的・に　代数曲線論をモデルにしています—それぞ
れ代数曲線のアーベル被覆およびヤコビ多様体とのアナロジーを追究。高次群論も　・思・想・的・に　代数曲線論を
モデルにしています—交差理論やレフシェッツ束とのアナロジーを追究。

さて、両側コセット HaK の位数公式の一般化は既存の群論には存在しませんので、まずはそれが何で
あるべきかを考えていきます—必然的に、既存の群論からハミ出していきます。HaK の一般化として、a
をGの任意の部分集合 Aで置き換えたHAK = {hak : a ∈ A} を考えます。これは古典的な群論からはハ
ミ出した対象です。ですが、HAK は単なる集合ではなく、“両側作用” H ↷ HAK ↶ K を持ちます。こ
れは、H とK の左右からの掛け算で与えられます：

hak ∈ HAK 7−→ (uh)a(kv) ∈ HAK, (u ∈ H, v ∈ K). (1.1)

この両側作用の軌道分解として、両側コセット分解 HAK =
∐

i∈I Hα
(i)K が得られます。このとき、各

Hα(i)Kに対して、重複度m(i)（自然数）が定義されます（後述）。これを定義するためには、単にHAKそ
のものだけを考えるのではなく、HAK の “上部構造”シナジー π : H ×A×K → HAK, π(h, a, k) = hak

を導入します—これがベズー型定理の定式化で　・最・大・の・ポ・イ・ン・ト　です。実際、シナジーは、代数多様体の上部
構造である「層」に相当する役割を果たします—高次群論における重複度m(i) の定義はシナジーを用いて
なされ、代数幾何では交差重複度の “厳密な”定義は層を用いてなされる。ちなみに、古典的代数幾何と現
代的代数幾何を分かつ分水嶺は、上部構造「層」の導入で、現代的代数幾何はこれを駆使して、精密かつ厳
密な議論を行います。われわれの場合、上部構造「シナジー」の導入が、古典的な群論と高次群論を分かつ
分水嶺になっています。�� ��ポイント 群論に「上部構造」を導入すると、今までの群論の射程外のことが可能になる。

実際、上部構造を使って一般の場合のベズーの定理に対応する「ベズー型定理」を [Ta10]で示しました。並
べて表にしておきます。表では、平面代数曲線 C と Dの交点たちの交差重複度の集合を {n1, n2, . . . , nk}

とし、交差重複度が nj である交点の個数を |C ∩D|j と書いています。

代数幾何 高次群論
ベズーの定理 ベズー型定理 [Ta10]

degC degD =
k∑

j=1

nj |C ∩D|j |H||A||K| =
∑
i∈I

m(i)|H ∩Kα(i) |

話をHAK の “上部構造”シナジー π : H × A×K → HAK, π(h, a, k) = hakに戻します。高次群論に
おいて、これの果たす役割は、代数幾何において代数多様体の上部構造「層」の果たす役割に相当します—

不変量やそれらの間の関係式を導く。しかしそうは言っても、　・層・と・シ・ナ・ジ・ー・の・構・造・は・ま・っ・た・く・違・い・ま・す　—そ
もそも、層は局所データと大局データを結び付けることにより定義されていますが、シナジーは、群のミク
ロ積 h, a, k 7→ hak とマクロ積H ×A×K → HAK を結び付けて定義されていますので、当然と言えば当
然です。では、

シナジーの構造の記述はどうすればいいでしょうか？

層と違って、シナジーは群由来なので、群に根差した手法を使うのが自然です。ズバリ言うと、「同変性」
を使います。ここでH×A×KとHAKには、左からHが、右からKが掛け算で作用します（両側作用）：

H ↷ H ×A×K ↶ K, H ↷ HAK ↶ K. (1.2)
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具体的には、u ∈ H, v ∈ K に対して、

(h, a, k) 7−→ (uh, a, kv), hak 7−→ uhakv. (1.3)

このとき、シナジー π : H ×A×K → HAK は (H,K)-同変です。実際、

π
(
u · (h, a, k) · v

)
= π

(
uh, a, kv) = uhakv

= u · π(h, a, k) · v.
(1.4)

シナジー πの (H,K)-同変性を次の図式で表します：

H ↷ H ×A×K ↶ K

π
��

H ↷ HAK ↶ K.

(1.5)

次に、両側 (H,K)-作用に関する、H ×A×K とHAK の軌道分解を考えます：

H ×A×K =
∐
a∈A

H × {a} ×K, HAK =
∐
i∈I

Hα(i)K (α(i) ∈ A). (1.6)

（後者は両側コセット分解です。）このとき、シナジー πの (H,K)-同変性より、πは軌道分解を軌道分解に
写します： ∐

a∈A

H × {a} ×K

π

��∐
i∈I

Hα(i)K.

(1.7)

ここで、H×A×K の各 (H,K)-軌道H×{a}×K はある (H,K)-軌道（両側コセット）Hα(i)K (= HaK)

に写されます：
H × {a} ×K

π|H×{a}×K
��

Hα(i)K (= HaK).

(1.8)

これのファイバーの描像は単純です：

補題 1.1 ([Ta10]). 任意の x ∈ Hα(i)K 上のファイバー π|−1
H×{a}×K(x) はH ∩Kα(i) に bijectiveである。�� ��ポイント　 シナジーを両側同変な写像とみて軌道分解して、シナジーを単純な写像に分解する。

定義 1.2. (1) H ×{a}×K が両側コセットHα(i)K の上にあるとは、π(H ×{a}×K) = Hα(i)K, つま
りHα(i)K = HaK が成り立つとき。

(2) 各両側コセットHα(i)K に対して, その上にあるH ×{a}×K の個数（つまりHaK = Hα(i)K を満
たす a ∈ Aの個数）をHα(i)K のサテライト指数と言い、w(i)で表す。さらに、m(i) := w(i)|Hα(i)K|

とおき、Hα(i)K の重複度と言う。

さて、HAK が有限の場合（たとえば、Gが有限群のとき）、両側コセット分解は有限和です。このとき、
（補題 1.1を援用した）H ×A×K の元の個数の数え上げ議論により、次が示されます：

定理 1.3 (ベズー型定理 [Ta10]).
|H||A||K| =

∑
i∈I

m(i)|H ∩Kα(i)

|. (1.9)

補足 1.4. Hα(i)K の重複度m(i) は、Hα(i)K の上にある1 H ∩Kα(i) の個数と解釈できる。�� ��ポイント　 シナジーの幾何的構造から、組み合わせ情報を引き出す。
1つまり、π により Hα(i)K の元に写される。
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2 高次群論の第二ステージ：　相乗位数公式
以上述べてきたことは高次群論の第一段階で、[Ta10]で示しましたが、さらに理論を押し進めて [Ta11]

ではベズー型定理の一般化であるさまざまな公式を導出しました。まず、上の HAK の Aを Gの（任意
の）部分集合の積A1A2 · · ·Alで置き換えたHA1A2 · · ·AlK（ギルド）を考えます。HAK と同様に、これ
は両側コセット分解 HA1A2 · · ·AlK =

∐
i∈I Hα

(i)K をもち、各 Hα(i)K の重複度m(i) が定義されます。
ここでm(i) は、(HA1A2 · · ·AlK の上部構造である) 普遍2シナジー

π : H ×A1 ×A2 × · · · × Al ×K −→ HA1A2 · · ·AlK,

(h, a1, a2, . . . , al, k) 7−→ ha1a2 · · · alk
(2.1)

を経由して定めます [Ta11]。l = 1 のとき、A1 を A と書き、HAK を単純ギルドと言い, π : H × A ×

K → HAK を単純シナジーと言います。これらはすでに扱いました。一般の lの場合、まず普遍シナジー
π : H ×A1 ×A2 × · · · ×Al ×K → HA1A2 · · ·AlK を次のように 2つのシナジー（プライマリーとブース
ター）の合成写像に分解します：

H ×A1 ×A2 × · · · × Al ×K

φ: ブースター・シナジー
��

H ×A1A2 · · ·Al ×K

ψ: プライマリー・シナジー
��

HA1A2 · · ·AlK.

(2.2)

ここで、A := A1A2 · · ·Al とおくと、ψ : H × A ×K → HAK は単純シナジーであることに注意します。
図式 (2.2) と単純シナジーに関する結果を援用して、普遍シナジー π (= ψ ◦ φ)の構造を決定できます。さ
らに、H ×A1 ×A2 × · · · × Al ×K に対して元の個数の数え上げ議論を適用して、次が示されます：

定理 2.1 (相乗位数公式 [Ta11]).

|H||A1||A2| · · · |Al||K| =
∑
i∈I

m(i)|H ∩Kα(i)

|. (2.3)

特性類的な見方

相乗位数公式を「特性類的な」視点で解釈してみましょう。ギルドHA1A2 · · ·AlK のオイラー数を等式
(2.3)の左辺で定義します。つまり、

χ(HA1A2 · · ·AlK) := |H||A1||A2| · · · |Al||K|. (2.4)

また、(2.3)の右辺に基づいて、普遍シナジー π : H × A1 × A2 × · · · × Al ×K → HA1A2 · · ·AlK の因子
(divisor) を次で定めます（X

H∩Kα(i) は “形式的なシンボル”で、和は “形式和”です）：

div(π) :=
∑
i∈I

m(i)X
H∩Kα(i) . (2.5)

これは代数曲線上の因子のアナロジーですが、あとで導入する「相乗チャウ環」の定義にも現れます。さ
て、因子の次数 (degree)を次で定めます：

deg(π) :=
∑
i∈I

m(i)|H ∩Kα(i)

|. (2.6)

2　・非　普遍シナジーの定義は [高村 5] 参照。その構造は [Ta11] で詳しく描写されている。

4



すると、相乗位数公式 (2.3) は次のようにスッキリと表せます：

χ(HA1A2 · · ·AlK) = deg(π). (2.7)

代数幾何 群論
代数曲線 C ギルドHA1A2 · · ·AlK

オイラー数 χ(C) オイラー数 χ(HA1A2 · · ·AlK)

接ベクトル束 π : TC → C 普遍シナジー π : H ×A1 ×A2 × · · · × Al ×K → HA1A2 · · ·AlK

χ(C) = deg(π) χ(HA1A2 · · ·AlK) = deg(π)

部分群積（セクト）への応用

H1,H2, . . . , Hnを群Gの部分群とし、セクトH1H2 · · ·Hnを考えます。これに対しては、相乗位数公式
(2.3) は次で与えられます：

|H1||H2| · · · |Hn| =
∑
i∈I

m(i)|H1 ∩Hα(i)

n |. (2.8)

この公式は、普遍シナジー π : H1 ×H2 × · · · ×Hn → H1H2 · · ·Hn から導かれたものです。このシナジー
を置換 σ ∈ Sn を使って “変形して”みます：

πσ : Hσ(1) ×Hσ(2) × · · · ×Hσ(n) −→ Hσ(1)Hσ(2) · · ·Hσ(n),

(hσ(1), hσ(2), . . . , hσ(n)) 7−→ hσ(1)hσ(2) · · ·hσ(n).
(2.9)

ここで、一般にH1H2 · · ·Hn とHσ(1)Hσ(2) · · ·Hσ(n) の両側コセット分解はまったく異なります。後者は次
のような形をしています：

Hσ(1)Hσ(2) · · ·Hσ(n) =
∐
i∈Iσ

Hσ(1)α
(i)
σ Hσ(n).

また、各両側コセットHσ(1)α
(i)
σ Hσ(n)の重複度も σに依存します。これをm

(i)
σ と書くことにします。する

と、相乗位数公式 (2.3) は

|Hσ(1)||Hσ(2)| · · · |Hσ(n)| =
∑
i∈Iσ

m(i)
σ |Hσ(1) ∩H

α(i)
σ

σ(n)|. (2.10)

ここで |Hσ(1)||Hσ(2)| · · · |Hσ(n)| = |H1||H2| · · · |Hn|ゆえ

|H1||H2| · · · |Hn| =
∑
i∈Iσ

m(i)
σ |Hσ(1) ∩H

α(i)
σ

σ(n)|, (2.11)

ここで、置換 σ ∈ Sn は任意なので、|H1||H2| · · · |Hn|を表す公式がザクザクと得られました (n!個)。し
かしながら、σ が “反転置換”のとき、つまり σ(1) = n, σ(2) = n − 1, . . . , σ(i) = n − i + 1, . . . , σ(n) = 1

のとき、πと πσ はシナジーとして同型になり、それらが生み出す相乗位数公式は一致します。よって、異
なる公式の個数は n! ではなく、n!/2個です。たとえば、n = 3 の場合、“反転ペア”は次の 3つなので、
|H1||H2||H3|を表す相乗位数公式は 3つです。
ペア 1 π : H1 ×H2 ×H3 → H1H2H3, πσ : H3 ×H2 ×H1 → H3H2H1,

ペア 2 π : H1 ×H3 ×H2 → H1H3H2, πσ : H2 ×H3 ×H1 → H2H3H1,

ペア 3 π : H2 ×H1 ×H3 → H2H1H3, πσ : H3 ×H1 ×H2 → H3H1H2.
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“混合型”相乗位数公式

|H1||H2| · · · |Hn|を表す公式は、上で述べたもの以外にもさまざまなバリエーションがあります—“混合
型” 相乗位数公式：

例 2.2. シナジー η1 : H1 ×H2 ×H3 → H1H2H3 とシナジー η2 : H4 ×H5 ×H6 ×H7 → H4H5H6H7 を
「くっつけた」シナジー ηを考えます（下の underbraceは “縮約する・された”部分を表す）：

η : H1 ×H2 ×H3︸ ︷︷ ︸×H4 ×H5 ×H6 ×H7︸ ︷︷ ︸ → H1H2H3︸ ︷︷ ︸H4H5H6H7︸ ︷︷ ︸ . (2.12)

これから “混合型”相乗位相公式が得られます:

|H1||H2||H3||H4||H5||H6||H7| =
(∑

i∈I

m(i)|H1 ∩Hα(i)

3 |
)(∑

j∈J

n(j)|H4 ∩Hβ(j)

7 |
)
. (2.13)

これを、数字 1, 2, 3の置換 σと数字 4, 5, 6, 7の置換 τ を使って ‘変形して’得られる次の “混合型”相乗位相
公式もあります：

|H1||H2||H3||H4||H5||H6||H7| =
(∑
i∈Iσ

m(i)
σ |Hσ(1) ∩H

α(i)
σ

σ(3)|
)(∑

j∈Jτ

n(j)τ |Hτ(4) ∩H
β(j)
τ

τ(7)|
)
. (2.14)

比較 2.3. 部分群の位数に関する公式は、古典的な群論にもあります (たとえばシローの定理：pシロー群
Sp に対し、|Sp| ≡ 1 mod p ≡ 1). しかしながら、部分群たちの「位数積」|H1||H2| · · · |Hn| に関するシス
テマティックな公式は今までなかったようです。著者の得た「位数積」に関する一連の公式は、シナジーを
経由して定式化・導出されるため、高次群論によって初めて可能になりました。�� ��ポイント　 高次群論により位数積 |H1||H2| · · · |Hn|を表す公式がたくさん得られる。

3 高次群論の第三ステージ：　相乗チャウ環 (synergic Chow ring)

前節で見たように、部分群の位数積 |H1||H2| · · · |Hn|を「位数たちの ‘線形結合’」（重み付き位数和）で
表す相乗位数公式はさまざまなバリエーションがあります—次のような形の “積–和”型公式や、より一般
には (2.13), (2.14)のような “混合型”相乗位相公式：

|H1||H2| · · · |Hn|︸ ︷︷ ︸
部分群の位数たちの積

=

l∑
i=1

m(i)
σ |H1 ∩H

α(i)
σ

n |︸ ︷︷ ︸
部分群の位数たちの ‘線形結合’

. (3.1)

これらは、位数たちのあいだの arithmetic relations（算術的関係式）とみなせます。�
�

�
�

ポイント　 群 Gの有限部分群たちの位数の集合は、単なる自然数の集まり　・で・は・な・く　、
arithmetic relationsをたくさん持つ

::::::::::::::::::::
算術的に興味深い集合である。

[Ta13]では、これら arithmetic relationsを「関係式」に持つ環として、高次群論版のチャウ環 (Chow ring)

を構成し、その構造を描写しました。まず、群 Gの有限部分群全体のなす集合を Sgrfin(G) で表します。
H ∈ Sgrfin(G)に対し、形式的な記号 “シンボル”XH を対応させ、XH (H ∈ Sgrfin(G)) たちが生成する
Z-algebraを考えます。ここで、XH と XK の積は XH · XK := |HK|XH∩K で定めます—これは両側コ
セットの位数公式 |H||K| = |HK||H ∩K|に対応しています。次に、この Z-algebraへ関係式を、相乗位数
公式（およびそのバリエーション）に基づいて入れます。こうして得られた Z-algebraは代数幾何のチャウ
環3(Chow ring) の類似物になっています。

3代数多様体 V のチャウ環 Ch(V )は、V の部分代数多様体たちで（形式的に）生成される Z-algebraを有理同値で割ってできる
環。
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定義 3.1. 上で構成した環を、群 Gの相乗チャウ環 (synergic Chow ring)と言い、SCh(G)と表す。

この環は、群Gの有限部分群たちの交わりの高次群論の観点からの complexity を反映していて、群G

の組み合わせ的性質が encodeされています。なお、群Gが非可換でも、相乗チャウ環 SCh(G)は可換な
ので扱いやすくなっています。また、SCh(G)は群 Gの新しい不変量になっています。

4 まとめ：　代数から幾何へ、そして組み合わせへ。さらに再び代数へ
高次群論の理論の展開の流れは、次のように “三段跳び”になっています：

ホップ　群の高次対象（これは「代数」）に「幾何」を導入する（シナジー）
−→ ステップ 「幾何」から「組み合わせ情報」を取り出す（相乗位数公式）

−→ ジャンプ 「組み合わせ情報」から「代数」を取り出す（相乗チャウ環）。

つまり、
代数（群の高次対象）−→ 幾何（シナジー）−→ 組み合わせ（相乗位数公式）
−→ 代数（相乗チャウ環）.�� ��ポイント　 “代数”から出発して “代数”へ戻る「巡回」が起こっている。

代数

��
幾何 EE組み合わせ

jj

ただし、「巡回している」と言っても、「元に戻って」くるわけではなく、「螺旋型に上昇して」います。つ
まり、積み重ねた思索が発酵し、　・ス・テ・ー・ジ・が・一・段・上・が・っ・て・い・ま・す　—研究では「発酵」に達するまでの持久戦
を制することが核心部分です。

群論の片翼性の克服に向けて

代数学の二本柱は群論と可換環論ですが、後者は「幾何」を持っています—代数幾何。一方、群論は（群
全般に対して成り立つ）「幾何」を持ってはいません。�� ��可換環論が（代数と幾何の）両翼的なのに対して、群論は（代数だけの）片翼的である。

可換環論と代数幾何は手をたずさえて発展してきました。これは可換環論を幾何学化したグロタンディー
クのスキーム論に基づいています。しかし、群論にはこのような理論がありません。「いったいなぜなの
か？」 学生時代からこのことがずっと気になってきました。誰に尋ねても返ってくるのは「群は一般に非
可換なので、群論に対して『代数幾何』に相当するようなものがあるわけない」という意見でした。しか
し、　・非・可・換・だ・か・ら・こ・そ　、群論の幾何的側面を投影した「幾何」を構築することは—もしそれができれば、非
可換なものに幾何的直観を持ち込めるので—重要なミッションであると私には思えました。これが、高次
群論の構築において私の根底にある終始一貫した志向です（理論形成の経緯については [高村 5], [高村 3]参
照）。ともあれ、「無」から「有」を生み出すためには、　・そ・れ・な・り・の　時間とエネルギー、さらに覚悟を要し
ましたが、高次群論はこの段階を乗り越えて、ようやく「有」から「有+ α」を生み出す段階に差しかかっ
たように思われます。そこには未知の数学の芽が数多く眠っていることを期待しつつ、ペンを置きます。
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